Analisis de Regresion Tarea Regresion 2
Soriano Flores Antonio

Regresién Lineal Miltiple (Teoria)
1. En clase probamos que para el modelo lineal multiple:
Y=XB+¢
El estimador por minimos cuadrados y el de maxima verosimilitud estd dado por:
j = (xx)7 Xy

En el caso lineal simple sabemos que:

I (7
x—|b " y=|" 5_(60)
1 In nax?2 Yn nxl

Demuestre entonces que:

2. (Propiedades de la matriz H).

(a) Pruebe que Var (X) =o’H

(b) Para el caso de la regresién lineal simple y; = By + S1x; + ;. Muestre que los
elementos de la matriz H son:
1 (x;—7)(z; —T) 1 (z;—7)°
hij = — : hyi=—+-——"
T + S n * S

3. Sea X ~ N (u,1). Demuestre que entonces que:
X2 ~ Xil_ﬂ

Donde X?#Q es la distribucion Chi-cuadrado no central con 1 grado de libertad y parametro
de no centralidad p?

4. Descomposicion de la suma de cuadrados en la regresion lineal multiple:

e En el modelos lineal mulltiple:

Y=XB+¢
Demuestre que: HX = X
e Sean x,...,x; las p columnas de la matriz de diseno X es decir:
X = (zglzy]. - |zy)
Demuestre que entonces:
Hz; = z,
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e Verifique que en el modelo lineal multiple se cumple que:

zn: €; — 0
i=1
i ey = 0
i=1

Donde e; = y; — 4; es el residual ¢ y ; = Bo + 811‘1@‘ + ...+ Bpxm
Hint: Defina al vector columna de 1’'s como 1 = (1,1, ..., 1)T, luego entonces observe
que:

n

T
g €Z:§T1 COH§:(€17627"'76n)
=1

Zez‘@z‘ ZQTX Conﬁz (?le?QQa---,?n)T

i=1
e Utilizando lo anterior verifique que:

n n n

i =D wi—u)+> i —7)

i=1 =1 =1

5. Sea X ..., X, m.a. del modelo N (p,0?) demuestre que:

1 — _
S (Xi—X)
=1

6. Sea X ~ Xi/«\ encuentre VAR (X)

7. El presente ejercicio tiene por objetivo construir el estadistico de prueba F para el con-
traste de hipétesis (Significancia de la Regresion):

Hy:B8i=...=8,=0 vs Hy:B;#0pa. je{l,... .k}

e Exprese a la suma de cuadrados de la regresén (SCR) como una forma cuadrética
funcién del vector columna y = (y1, ..., yn), es decir encuentre la matriz A tal que :

n

SCR=Y (5 -7’ =y"Ay

i=1

e Demuestre que la matriz A que encontré es idempotente y simetrrica, ademas de-
muestre que su rango es k donde k es el numero de variables explicativas en el modelo
lineal multiple.
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e Concluya entonces que bajo H

02 4
=1
e En clase probamos que:

n
1
02 4
=1

N 5
@r—%)ztgsaENme»

Demuestre que U—gSC’R y %SC’E son independientes (Hay que probar independencia
de dos formas cuadraticas) y concluya que bajo Hy:
S (@i—9)°
(k)o?

b= S i) ~ Fln—p))

(n—p))o?

8. En el ejercicio anterior se encontré un estadistico de prueba para contrastar la hipdtesis:

Hy:p1=...=06,=0 vs Hy:B;#0pa. je{l,... .k}

El presente ejercicio tiene como fin probar que el cociente de verosimilitudes generalizado
(Neyman-Pearson) nos lleva a este mismo estadistico de prueba, lo que demuestra que el
estadistico de prueba genera la regién de rechazo éptima

e Bajo Hj el modelo reducido es de la forma y; = 5y + €;. Demuestre entonces que los
estimadores que maximizan la verosimilitud bajo H, son:

n

. 1 1
—_ ~92 —\2
/BOMV\HO =Y OMV|Hy = n Z (i —9)" = ESCT
i
e Usando lo anterior demuestre entonces que:

n

1 n

supZ (Op,) = | ——= | eaxp (——)

[~ 2
27?0]2\/“/' Ho

e Bajo H; el modelo completo es de la forma y; = By + Six1; + ... + Bpxri + €. En
clase mostramos que los estimadores que maximizan la verosimilitud son:

- . 1 < . 1
= (XtX) 1XtX U%/[V|H1 = E Z (yz — %)2 = ESCE

i

A

éMV|H1

Pruebe entonces que:

n

sup.Z (Op,) = . exp (_ﬂ>

(9.4 2
27r0]2m,| e
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e Con los puntos anteriores demuestre que el cociente de verosimilitudes generalizados
toma la siguiente forma:

~2
sup.Z (Op,) O0rv | Ho SCT

e Concluya con ayuda del punto anterior que la region de rechazo obtenida por el
cociente de verosimilitudes generalizado es:

S =)’ W
IO Ul ) DD g )
Ly By (i — )
o?(n—p) =

Donde (K, K*, K**, K***) son constantes que no dependen de las observaciones
(yla s 7yn)

9. (Regresiéon Ponderada). Suponga que tiene el siguiente modelo lineal:
Y=XB+¢ Con Var(g) = 0?V

Donde V es una matriz simétrica definida positiva tal que puede ser factorizada como
V = KK, con K una matriz simétrica no singular, es decir que existe K.
Ahora defina lo siguiente:

e Z7=KY
e A =KX
e s =K ¢

(a) Observe que cuando transformamos el modelo original ¥ = Xj + ¢ multiplicando
por la izquierda por la matriz K=! obtenemos el modelo:

Z=AB+§

Prueba que este nuevo modelo transformado cumple con que E(8) = 0y Var(§) = oI

(b) Obtenga é, el vector de estimadores de 3, en términos de las matrices Z y A,
utilizando el método de minimos cuadrados, es decir, encuentre (3 tal que haga
minima la siguiente expresion :

{(z-8p)" (z-Ap)]

(c) Haga las transformaciones correspondientes para obtener a ﬁ en términos de las
matrices Y y X

(d) Suponga ahora que en el modelo lineal:
Y=Xp+¢

Se tienen los siguientes supuestos: Var(e;) = Z—Q (No hay homocedasticidad) y que
Cou(g;,e;) =0 con i # j.
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e Encuentre la matriz V tal que Var(g) = 02V

e Encuentre la matriz K tal que V = KK

e Utilizando los incisos anteriores encuentre el estimador por minimos cuadrados

para 8 en términos de Y y de X

Regresién Lineal Multiple (Pactica)

10. Utilizando la teora de modelos lineales, encuentre la ecuacién de la parabola f(z) =

Bo + Bix + Bex? que pasa por los puntos:

(0,1),(1,6),(2,17)

(Ver figura 1)

Parabola

flx)
18

10

Figure 1: Ajuste de Parabola

11. Complete la siguiente tabla ANOVA:
anova(lm(y x))
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Analysis of Variance Table

Response: y

Fnte. de Var. ||Df. | Sum Sq | Mean Sq | F value Pr (>F)
X 3 1600.81 < 2.2e-16 **x
Residuals 36 | 146.9

Responda lo siguiente

e ;Con cuantas observaciones se hizo el ajuste?
e ;Con cuantas variables se hizo el ajuste?
e Tomando a = 0.01. ;Rechazaria la hipdtesis Hy?
e De un estimador insesgado para o?
e De el estimador Maximo Verosimil para o2
e Construya un intervalo de confianza al 95% para o>
e ;Cuanto vale Sy, :== 3" (y; —7)°?
e ;Qué porcentaje de la variabilidad es explicada por el modelo?
12. La tabla FootballLeague.csv contiene los datos sobre el desempeno de los equipos de la
liga nacional de fitbol de E.U.A. durante 1976.
e Ajuste un modelo lineal multiple que relaciona el niimero de juegos ganados con

— Yardas por aire del equipo (x2)
— El porcentaje de Yardas por Tierra (z7)
— Las Yardas por tierra del contrario (xg)

Yi = Bo + Praa + Bawr + Paxs + & g5~ N(0,07)
e Construya la tabla ANOVA y haga la prueba de significancia de la regresion. ; Si
a = 0.05, rechazaria Hy?
e Calcule R? y R? ajustado

e Contraste la prueba de hipdtesis:
Hy:81=p3=0 Hy:p1#00 B3 #0

e Calcule el vector de valores ajustados por el modelo Y = (V1,025 -+, Un)
e Calcule el coeficiente de correlacion lineal de Pearson entre y;, ;.

e Verifique el cuadrado del coeficiente de correlacion lineal de Pearson y R? (Coeficiente
de Determinacién) coinciden

e Calcule el vector de residuales e = (éy,éa,...,6,), donde e; = y; — ¥;

e Verifique por medio de pruebas estadisticas los siguiente:


http://www.dpye.iimas.unam.mx/soriano/Estadistica2_2020_1/DOCUMENTOS/BASES/FootballLeague.csv
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— Normalidad de los residuales (Prueba ShapiroWilk, Anderson Darling, Prueba

Lilliefors)

— Homocedasticidad de los residuales (Prueba Levene, Prueba Barttlet)
— Independencia de los Residuales (ACF, Prueba de Rachas)

e Encuentre los intervalos al 98% de confianza para cada uno de los pardmetros

607 517 527 53

e Encuentre el intervalo al 92% de confianza para la respuesta media de numero juegos
ganados cuando xy = 2300, 7 = 56 y x5 = 2100

e Encuentre el intervalo al 93% de confianza para el numero de juegos ganados (nueva

observacién) cuando zo = 2100, 27 = 60 y xg = 2000

13. Considere el siguiente modelo lineal multiple:

Yi = Bo + Bix1i + Bazai + B33 + Bava + €

, donde £ ~ N, (0,

o?l).

ie{1,2,...,40}

Se ajustd el modelo anterior utilizando un paquete estadistico y arrojo la siguiente TABLA

ANOVA:
Fnte. de Var. || Df. | Sum Sq | Mean Sq | F value Pr (>F)
X 18053.2 < 2.2e-16 **x
Residuals
Total 18876.6

(2 Puntos) Complete la Tabla ANOVA y responda lo siguiente:

e ;Cuadl es la hipdtesis nula que se contrasta en esta tabla ANOVA?

e Tomando a = 0.01. jRechazaria la hip6tesis nula anterior? (Justifique su respuesta)

e Proporcione el valor de la estimacién de o2 por Maxima Verosimilitud

;Cudnto vale 30 (yi — )y Sor, (5 —7)° 7

e ;Qué porcentaje de la variabilidad es explicada por el modelo completo?

e ;Cudnto vale R? ajustada del modelo completo?

El paquete estadistico también arrojo la siguiente informacion:

Coefficients || Estimate | Std Error | T value | Pr(>Itl)
(Intercept) 4.18132 2.71979 1.537 0.1332
X, 1.03215 0.06223 16.586 <2e-16
X5 -0.11146 0.06241 -1.786 0.0828
X3 -0.08882 0.05222 -1.701 0.0979
X4 1.04013 0.05106 20.371 <2e-16

(1 Punto) Tomando a = 0.04, responda lo siguiente (Justifique su respuesta):

e ;Rechazaria la hipotesis Hy : Sy = 0 vs Hy : By # 07
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e ;Rechazaria la hipotesis Hy : o = 0 vs Hy : Bo # 07
o ;Rechazaria la hipétesis Hy : By =0 vs Hy : B4 # 07

Con los mismos datos, se procedié ahora ajustar un modelo reducido eliminando las
variables X5 v X3

vi = Bo + Biryi + Bawg; +&; i€ {1,2,...,40}

El paquete estadistico arrojé la siguiente TABLA ANOVA para este modelo reducido:

Fnte. de Var. || Df. | Sum Sq | Mean Sq | F value Pr(>F)

X 17912.1 < 2.2e-16 **x
Residuals

Total 18876.6

(2 Puntos) Complete la Tabla ANOVA y responda lo siguiente:

e ,Cual es la hipdtesis nula que se contrasta en esta tabla ANOVA?
e Tomando o = 0.01. ;Rechazaria la hip6tesis nula? (Justifique su respuesta)
e De el estimador insesgado para o2 de este modelo reducido

e (Calcule el estadistico de prueba para contrastar la hipdtesis:
Holﬁgzﬁgzo leﬂg%O o ﬂ37é0

e ;Tomando a = 0.05 rechazaria la hipdtesis anterior?

e ;Cudl modelo elegiria: el modelo completo o el modelo reducido? (Justifique)



