Capitulo 1

Estadistica Descriptiva

1.1. Introduccidon

Una caracteristica del ser humano que lo distingue de otros seres vivos es que tiene la capaci-
dad de interpretar los fenémenos que lo rodean, aprender del mundo a partir de lo que se observa
y de su experiencia a lo largo del tiempo. A partir de estas experiencias el hombre aprende a
hacer deducciones ttiles del mundo en que vive. Como sabemos, existe una gran variedad de
fendmenos que quisieramos describir de forma matemaética y exacta para poder hacer prondsticos
100 % certeros, sin embargo la misma naturaleza de ciertos fenémenos nos ha obligado a crear
modelos matematicos que permitieran la interaccion con la incertidumbre y el azar con base en

la teoria de las probabilidades.

Definicién 1.1.1 (Fenémenos deterministas). Un fendmeno determinista es aquel que, cuando
se reproduce en las mismas condiciones, podemos predecir con certeza cudl va a ser el resultado,
en otras palabras se rige bajo leyes causales. Este tipo de fendmenos no son parte de nuestro

estudio.

Definicién 1.1.2 (Fenémenos aleatorios). Por otro lado, el fenomeno aleatorio es el que cada
vez que se realiza, aun bajo condiciones casi idénticas, el resultado mo se conoce con certeza,

ademads que el resultado solo se sabe después de realizado el experimento.

El estudio de los fenémenos deterministas quedaran fuera del estudio de esto curso, por lo
que nos concentraremos en desarrollar teoria para poder atacar los fenémenos aleatorios.

Las herramientas con la que contamos para estudiar los fenémenos aleatorios son:

1. La probabilidad, la cual se suele definir de tres formas:

a) Como un grado de confianza o fundada apariencia de que algo suceda.
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b) La razén entre el nimero de casos favorables y el nimero de casos posibles. (Juegos

de azar)

c) Como una medida basada en planteamiento axiomético de Kolmogorov en 1933.

(Teoria de la Medida)
2. La estadistica, la cual la podemos definir como sigue:

a) Es el estudio de los datos cuantitativos de la poblacién, ademés que es la rama de la
matematica que utiliza grandes conjuntos de datos numéricos para obtener inferencias
basadas en el cédlculo de probabilidades. La estadistica cldsica o frecuentista se basa
en la regularidad estadistica, es decir que, al repetir un fenémeno aleatorio un ntimero
grande de veces en condiciones constantes, las proporciones en las que ocurren los

posibles resultados son muy estables.

1.2. Concepto de medicion y de variable

Para cuantificar o clasificar lo que percibimos de un fenémeno aleatorio necesitamos hacer
mediciones u observaciones que nos ayuden a investigar una o varias caracteristicas de interés
sobre el fendmeno en estudio. Para un correcto manejo de nuestras mediciones, las observaciones
deben ser registradas tomando en cuenta su tipo, para poder saber que tipo de operaciones
podemos hacer con ellas.

Cada variable tiene una escala de medicién, como vemos a continuacion:

Variables Escalas de medicion
( .
Nominales
Categoricas
\ Ordinales

(
De intervalo

Numéricas De razén

| Absoluta
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Una variable es categdrica cuando el registro de la medicién es un elemento o una categoria, es
muy importante que dichas categorias deben de cumplir con ser: mutuamente excluyentes (No
hay un elemento que pertenezcan a dos o mas categorias a la vez) y exhaustivas (Todo elemento
pertenece a una categoria); con este tipo de variables podemos calcular, frecuencia de ocurrencia
en cada categoria, la(s) moda(s), proporciones, porcentajes y tablas de contingencia. (Anélisis de
datos categéricos). La escala de medicion que utilizamos en este tipo de variables son basicamente

las siguientes dos:

1. Nominales: Cuando las categorias s6lo se les da un nombre pero no tienen un orden entre

ellas, ejemplos:

» ;Esta de acuerdo con las obras de continuacion del segundo piso del Periférico? Si |
No.

= Sexo: Masculino, Femenino.

2. Ordinales: Cuando el registro de la medicién se expresa en grados de intensidad que tienen

un orden, pero no se puede determinar el incremento entre los grados, ejemplo:

= Grados de satisfaccién en un servicio Muy bueno, Bueno, Regular y Malo.

= Nivel socio econémico: Bajo, Medio, Alto

Por otro lado, tenemos una variable numérica cuando el resultado de nuestra medicién son
valores numéricos. Con este tipo de variables podemos calcular promedios o medias, desviaciones
estandar, modas, correlaciones y seran las variables que mas estarémos trabajando en este curso.
La escala de medicion que utilizamos en este tipo de variables son basicamente las siguientes

tres:

1. Escala de intervalo: hay un orden entre observaciones, y la distancia entre las mismas tiene
significado. En esta escala hay un cero, pero no indica ausencia de medicién. Un ejemplo
tipico de este tipo de variable con esta escala, es la temperatura cuando se mide en grados
Fahrenheit o en grados Centigrados. Sabemos que la diferencia entre 30 C y 35 C es la
misma que entre 45 C y 50 C y si se dice que un liquido se encuentra a 0 C, no significa

que no tiene temperatura.

2. Escala de razon: el cero si indica una ausencia de la variable, es decir una completa ausencia

de medicion. Las variables peso, altura son de este tipo.

3. Escala absoluta: se usa para variables discretas o conteos. Ejemplo: Nimero de hijos en

una familia
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1.3. Conceptos estadisticos: poblacion y muestra

Parte esencial de un anélisis estadistico es tener bien definido el alcance que tienen nues-
tras inferencias, para ello surgen conceptos béasicos como poblacién y muestra que definimos a

continuacion:

Definicién 1.3.1 (Poblacion y muestra). Definamos como poblacion a todos los elementos pre-
sentan una caracteristica comin que estamos estudiando (de interés), acerca de la cual intenta-
mos sacar alguna conclusion. Y entenderémos como una muestra a un subconjunto de elementos

de la poblacion.

Nuestro principal estudio en el curso sera el estudio de muestras, pero surge la pregunta: ;Por
qué estudiamos muestras en vez de la poblacién? La respuesta es simple, porque en ocasiones es
poco factible o hasta imposible observar la totalidad de los individuos, es por esto que en lugar de
examinar a toda la poblacion, se estudia una pequena parte, sin embargo esto no es tan facil de
hacer pues surgen preguntas muy interesantes respecto al proceso de muestreo, como por ejemplo
el tamano de la muestra y la forma en que la obtendremos para que sea representativa.

Una muestra de tamano n de una poblacion en general, denotaremos como:
X: {X17X27' .- aXn}

Debe de observarse que dicha muestra esta formada por variables aleatorias, esto ocurre asi porque
estamos suponiendo que la muestra aun no la observamos y por lo tanto se considera variable
aleatoria a los posibles valores que estaremos observando una vez realizado el experimento. Por
otro lado, cuando ya hemos observado los valores de la muestra, entonces la denotaremos como
sigue:

L= {Xl =21, Xo =19,..., X, Zflfn}

Si ademas suponemos que la variable que analizamos es numérica, entonces denotaremos a la

muestl"a Ordenada CcCOmao:
{Xw, X@, - Xy }

Donde X(j) es la observacién mas chica, X () es la segunda observacién mds chica, y asi sucesi-

vamente hasta que X(,) representa la observacion mayor, es decir:
X(l) :mzn{XlaX277Xn} ) 3 X(n) Zmaaz{Xl,XQ,,Xn}

Notemos entonces que X;) con i € {1,...,n} son funciones de variables aleatorias y por tanto

X(;) también es un variable aleatoria a la cual le podremos calcular su distribucion.
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1.4. Estadistica Descriptiva

La estadistica descriptiva tiene como fin presentar resimenes de un conjunto de datos X =

{X1, X5, X3,..., X,,} y poner de manifiesto sus caracteristicas, mediante representaciones numéri-

cas y/o graficas. Los datos se usan para fines comparativos, y no se usan principios de proba-

bilidad. El interés se centra en describir un conjunto dado de datos y no se plantea el extender

las conclusiones a otros datos diferentes o a una poblacién, es decir, solo tiene como fin dar una

descripcion de los datos mediante un resumen

Medidas de tendencia central

Numéricamente
Medidas de dispersion
Estadistica descriptiva =
Medidas de Forma
\
4
Histograma
) Gréfico Box Plot
Graficamente

Distribucién acumulada

Media
Mediana
Moda
Percentiles

Deciles

\ Cuartiles

Varianza muestral
Desviacién estandar
Rango

Rango intercuartil

Coeficiente de variacion
\

Coeficiente de Asimétria

Coeficiente de Curtosis
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1.4.1. Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central pretende resumir la tendencia o localizacion de los datos

por medio de un sélo nimero.

= Media, el promedio de los datos : X = Y7 | &

» Mediana X es el valor tal que el 50% de los datos son menores que él y el 50% son
mayores. Aqui hay que distinguir entre dos casos: Si el tamano de la muestra n es par

entonces:
(@) )

2

Por otro lado si el tamano de la muestra es impar

X =

X - X( n2 1)
» Moda es el valor o categoria més frecuente (Por lo general es util para datos categéricos y

no funciona para variables continuas

» El cuantil o porcentil de a %, P,y es aquel valor tal que un o % de los datos son menores
aélyun (1 —a) % de ellos es mayor a él, es decir:

X1y, X2y, -+ Xp-1)  Pasw o Xpye-o X(q)» Psoy  X(gp1)s- - X(am1)s  Prsw X(a)reoos X(n—1y, X(n)
Primer cuartil ~e—— ——— Segundo cuartil tercer cuartil
25 % 25 % 25 %

50 %

75 %

1.4.2. Medidas de dispersion

Las medidas de disepersién pretenden darnos una idea de que tan variables son nuestros datos,

se podria decir que sirve para medir el grado de dispersion que tienen los datos que analizamos.

s Varianza muestral se define como:

Z; (X; - X)*

n—1

%=

» Desviacién estandar se define como:

= Rango se define como:
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= Rango intercuantilico se definie como:

RIC = Prso, — Pasy,

s Coeficiente de variaciéon
5 x 100
v = —=
X

1.4.3. Medidas de Forma

Las medidas de forma pretender darnos una idea de la caracteristicas de la distribucién de la

poblacion.

s Coeficiente de Asimetria se define como:

n

CAF — Zi:l

(z; — 7)°

nS?3

Cuando C'Ap < 0 la distribucién tiene una asimetria negativa y decimos que los datos estan
sesgados a la derecha, por otro lado cuando CAr > 0 la distribucién tiene una asimetria
positiva y decimos que los datos estan sesgados a la izquierda. Finalmente cuando CAr = 0

los datos son simétricos.

s Coeficiente de Curtosis se define como:

> i (T — f)4 _3
nS4

Curtosis =

La curtosis (o apuntamiento) es una medida de forma que mide cuan escarpada o achatada
esta una curva o distribucion. Este coeficiente indica la cantidad de datos que hay cercanos
a la media, de manera que a mayor grado de curtosis, més escarpada (o apuntada) serd la
forma de la curva. Cuando C'urtosis > 0 la distribucién tiene un apuntalamiento superior
a la distribuciéon normal y decimos que la distribucion es leptocurtica mientras que cuando

Curtosis < 0, la distribucion es platicurtica

1.4.4. Medidas de dependencia entre dos muestras

Muchas veces nos enfrentaremos al problema de analizar dos variables de forma simultanea,
en cuyo caso serd necesario definir métricas que nos ayuden a analizar de forma conjunta a las

dos variables. Una pregunta de interés en este caso podria ser identificar si existe algtin tipo de



Capitulo 1. FEstadistica Descriptiva S

dependencia o relacion entre ambas variables, pare responder esto se define la covarianza para

variables numéricas:

Definicién 1.4.1 (Covarianza). Supongamos que tenemos dos muestras del mismo tamano,

Xi,..., X, ,.... Y, definimos la covarianza muestral como:

Z?:1 (Xi — X) (Yi — Y)

cov (X,Y) = —

La covarianza no es mas que una medida de la variabilidad conjunta entre las dos variables
para entender mejor este concepto consideremos lo siguiente:

Supongamos que tenemos n observaciones que consta de una variable respuesta Y y X la
variable explicativa. Se desea medir la direccion y que tan fuerte es la relacién entre Y y X. Si
hacemos un gréafico de dispersién entre Y contra X, después trazamos una linea vertical en & y
una horizontal en §. Las dos lineas dividen el grafico en cuatro cuadrantes. Para cada punto 7 en

el grafico, calculamos lo siguiente:

= y; — ¢, la desviacion de cada observacion y; con respecto a su media muestral 7
= 1; — T, la desviacién de cada observacion x; con respecto a su media muestral =

» El producto de estas dos cantidades, (y; — y)(x; — )

Es claro que:

Cuadrante | z; — % | y; — 9§ | (i — Z)(y; — )
1 + |+ +
2 i + :
3 - i +
4 + : :

Luego entonces, si la relacién entre Y y X es positiva (cuando X aumenta Y también aumenta),
entonces hay mas puntos en le cuadrante 1 y 3 que en el cuadrante 2 y 4 y si la relaciéon entre Y
y X es negativa (cuando X aumenta Y disminuye), entonces hay mas puntos en los cuadrantes

2 y 4 que en los cuadrantes 1 y 3. Por lo tanto

Yoy (X - X) (i - Y)

cov (X,Y) = o
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Toma un numero positivo cuando hay relaciéon positiva entre X y Y, toma un valor negativo
cuando hay una relacion negativa y 0 cuando no hay ningun tipo de relaciéon. En general la
covarianza entre X y Y, nos indica la direccién de la relacion lineal entre YV y X.

Por desgracia, Cov(Y, X) no es una medida muy informativa de que tan fuerte es la relacién,
puesto que es afectada por cambios en las unidades de medida. Para evitar esta desventaja de la
covarianza, lo que se estila hacer es estandarizar los datos antes de calcular la covarianza de la

siguiente forma: - -

Yi—Y Ti—T
S

y Sz

. \/2?_1@2-—@)2 | sz\/z;?_l(yi—m%

Donde:

n—1 n—1
Finalmente, a la covarianza entre las variables estandarizadas la conocemos como coeficiente

de correlacion entre Y y X y esta dada por:

n

1 Z (i —7) (yi — 9) _ Cov(X,Y) _ Yoy (T = 7)(yi — 9)
n—1 i=1 Sz Sy SzSy \/E?:1<xl —T)2> 0 (Y — 9)?

rxy =

Algunas observaciones importantes que podemos hacer sobre la correlacion son:
» rxy mide la correlacion lineal entre dos conjuntos de datos (X3, Y1), (X2, Ya), ..., (Xy, Ya).
= Se puede probar que —1 < rxy <1 (Tarea)

s Sirxy ~ 16 rxy =~ —1 entonces podriamos escribir y; ~ [y + f1x; , para i = 1,...,n,
donde Sy, 51 € R. Mas aun, si rxyy = —1 entonces §; < 0, en cambio, si rxy = 1 entonces

B1>0

= Siryy =~ 0, lo inico que podriamos afirmar es que nuestras muestras no guardan ninguna
asociacion lineal. No podemos afirmar que las muestras sean independientes. El 1inico caso
en el que ry y = 0 implica independencia es cuando las dos muestras sigan una distribucion

normal bi-variada (Tarea)

1.4.5. Estadistica descriptiva via graficas

Sin duda, una de las herramientas mas poderosas de la estadistica es la generacién de grafi-
cos descriptivos que nos ayuden a visualizar el comportamiento de una poblacién o muestra, a

continuacion presentamos los graficos comunmente utilizados en la practica:
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Histograma

Un histograma es una grafica en forma de barras, donde las bases de las barras son una
particion del rango muestral, R = X(,) — X(1) , es decir, X1y = ap < a1 < ... < ap_1 < ap = Xy

y esto forma las siguientes marcas de clase:

[ag, a1] (a1, as] (as, as] ... (ax_o, ar_1] (ax_1, ax

Luego, la altura de cada barra es la frecuencia o niimero de elementos que cae en cada marca del
clase. Un histograma se usa cuando se estudia una variable continua, por ejemplo para ver las
franjas de edades o alturas de una muestra. Existen varios criterios para determinar el nimero de
marcas de clases o barras, una de ellas es la regla de Sturgess que establece que k = y/n, aunque
otras personas recomiendan tomar k& = log (n) + 1 Siempre serd recomendable experimentar con

varios valores de k dependiendo de cémo estén los datos y cuantos sean.

Frecuencia acumulada o distribucion empirica acumulada

Otra de las graficas mas importantes con las que contamos es aquella a la que denominamos
distribucién empirica, este grafico tiene como fin aproximar a la verdadera funcién de distribucion
de donde vinieron los datos y la construccion es la siguiente: supongamos que tenemos una mues-
tra X = {X;, Xy, X3,...,X,} , ahora al ordenar la muestra tenemos X1y, X2y, X(3), ..., X(n)-
Entonces la funcién de distribucién empirica acumulada o frecuencia acumulada (cuando no hay
empates) se define como la proporcién de los datos menores o iguales a x.

p

0 six € (—OO,X(l))

=
&

S~—
I
|2

siz € [Xuy, Xwusy) yue{l,...,n—1} (1.1)

\1 six € [X(n),oo)

Los diagramas de caja

Uno de los graficos mas puluares para visualizar la forma en como se distribuye una variable
es utilizando el denominado diagrama de caja y brazos, esta técnica de analisis exploratorio de

datos nos puede servir para

= ver que tan dispersos estan los datos
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= si hay simetria entre los datos o no
= la deteccién de valores atipicos
Un diagrama de caja y brazos se elabora como sigue:

1. De la muestra ordenada X (), X(2), X(3), ..., X(n) encontramos el primer cuartil P59 y el
tercer cuartil Prsg y dibujamos la caja o rectdngulo cuyos extremos son (Paso, Prsg)

dentro del rectangulo dibujamos con una linea la posicion de la mediana, Psqo

2. El limite inferior del brazo, L; sera la primera observaciéon mayor o igual al niimero
Pys, — 1.5RIC

donde RIC = (Prso — Pas)

3. El limite superior del brazo, L seréd la primera observacién menor o igual al nimero

P75% + 1.5RIC

4. Consideraremos como valores atipicos a los valores situados fuera del intervalo (L;, Ly)

Ejercicio 1.4.1. = [ndica qué variables son numéricas y cuales categoricas, ademas indica

la escala de medicion :

e Comida Favorita.

Profesion que te gusta.

Numero de goles marcados por tu equipo favorito en la ultima temporada.

Numero de alumnos de tu Instituto.

El color de los ojos de tus companeros de clase.

Coeficiente intelectual de tus companeros de clase.

s Demuestre que —1 < rxy < 1, donde

_ > iy (T = 7)(yi — 9)
Vi (@i =) 30 (v — §)?

rxy

» Demuestre que |rxy| =1 si y solo si existen una relacion lineal entre las variables X yY,

es decir, y; = ax; + [ con o # 0
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» Las calificaciones de 50 alumnos en Fstadistica han sido las siguientes:

O? 17 27 2? 37 37 37 4? 47 47 47 4? 47 57 57 57 5’ 57 57 57 5’ 57 57 57 67
6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,7,7,7,7,7,7,7,8,8,8,8,9,9, 10

Calcular las medidas de tendencia central y de dispersion, ademas encuentre el Percentil
0.25 y 0.75 y elabore un grdfico de caja y brazos.

¢Los distribucion de estos datos es Sesgada a la Izquierda?

Hint: n =50, >0 x; =274, Y " a2 = 1700, Y0, 2? = 11356

= Los 40 alumnos de una clase han obtenido las siguientes puntuaciones, sobre 50, en un

examen de Fisica.

48, 47,44, 42,41, 39, 39, 38, 38, 38, 37, 36, 36, 35, 35, 34, 34, 34, 33,
32,32,31,29, 28,28, 27, 26, 25, 24, 23,22, 20,17, 15, 15,13, 13,11, 7, 3

Calcular las medidas de tendencia central y de dispersion, ademas encuentre el Cuartil 1
y 3 asi como los Deciles 1 y 9. Elabore un grdfico de caja y brazos, asi como el grafico de
distribucion empirica.

¢ Los datos tiene una distribucion platicurtica?

Hint: n =40, Y0 o, = 1169, Y7 22 = 38929, 7 | 28 = 138832757,z = 51786709

=11
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Repaso de Probabilidad

2.1. Funciones de distribucion

2.1.1. Introduccion

Supongamos que tenemos una muestra de un cierto fenémeno o experimento aleatorio
{X17X27X37 CI aXn}

Como ya hemos visto una primera aproximacién que podemos hacer es un anélisis descriptivo de
estos datos, sin embargo hagamos un paso mas de abstraccion y preguntémonos si existe algin
modelo mateméatico—probabilistico que describa este fenémeno aleatorio.

Resulta entonces interesante revisar los modelos probabilisticos més importantes que exis-
ten, para ello recordemos el concepto mas importante de la teoria de probabilidad, la variable

aleatoria.

2.1.2. Variable Aleatoria

El modelo matematico que explica el comportamiento de los resultados de los experimentos

aleatorios esta compuesto por dos elementos:

= El espacio de estados o espacio muestral 2

» Una funcién de probabilidad, que denotaremos como P que toma valores en el intervalo

[0, 1], esta funcién asigna probabilidades a los sucesos.

Los elementos que integran el espacio muestral €2 son eventos y aqui se nos dificulta hacer

operaciones con estos elementos. Para resolver este problema se recurre a la asignacion de niimeros

13
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a los elementos de 2. Para llevar a cabo las transformaciones de sucesos en niimeros reales se

introduce el concepto de variable aleatoria.

Definicién 2.1.1 (Variable Aleatoria). Una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion (medible)

que manda elementos de ) a R (o un subconjunto de R), denotado por
X :Q =R,

y al conjunto de los valores reales que puede tomar X le llamamos rango o recorrido. Diremos que
una variable aleatoria X es discreta cuando el conjunto de valores que toma es finito o numerable.
Por otro lado diremos que una variable aleatoria X es continua cuanto los valores puede tomar

es un conjunto no numerable.

Ejemplo 2.1.1. Pensemos en el experimento de lanzar tres volados con una moneda hones-
ta y queremos calcular la probabilidad de que el numero de dguilas sea k, obviamente k &

{0,1,2,3}. Entonces nuestro espacio muestral serd:

Q ={(a,qa,a),(a,a,s), (a,s,a),(s, a,a),(s,s,a),(s,5a,s)(a,s,s),(s,s, )}

Luego, denamos una variable X como el niumero de dguilas en los tres volados. Entonces
el rango de la variable aleatoria, o los valores que puede tomar son X € {0,1,2,3}. Y las

probabilidades de cada valor es:

P(X=0) = P({(s.59)) = 2.1)
P(X=1) = P({(s,s,0)}) +P({(s,a,9)}) + P({(a,s,5)}) = g (2.2)
P(X=2) = P({(a,a,5)}) +P({(a,s,a)}) + P({(s,a,a)}) = g (2.3)
P(X=3) = P({(a,aa)) = é (2.4)

Para resumir todas estas asignaciones que hace la variable aleatoria asi como las probabili-

dades asociadas se deben el concepto de funcién de distribucion.

Definicién 2.1.2 (Funcién de distribucién). La funcion de distribucion acumulada de una va-

riable aleatoria X evaluada en un real x la denotamos como Fx(z) y representa:
Fx(z)=P(X <ux)

Notemos que 0 < Fx(z) < 1 por ser la probabilidad de un evento.
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Propiedades de la funcién de distribucién Fy (+)

» Fx(—o00)=P(X <—-00)=0y Fx(0) =P (X <o0) =

P(a < X <b) = Fx (b) — Fx (a)

Es mondétona no decreciente P (a < X <b) = Fx (b) — Fx (a) >0

La funcién de distribucion es continua por la derecha.

2.1.3. Tipos de Variables

Variable aleatoria discreta
Una variable aleatoria es discreta cuando su rango es un conjunto finito o numerable de

puntos. Cada punto tiene una masa de probabilidad de ocurrir

a P (X = x;) se le conoce como funcién de masa de probabilidad. Ademds si sumamos sobre

todo el rango de la variable aleatoria los pesos deben ser igual a uno, es decir,

ZP(X:SQ) :Zpizl-

Entonces para una v.a. discreta la funcién de distribuciéon Fx (-) queda definida como:

Fx(u)=P(X <u)=) P(X , Yu € R.

z;<u

Observacién: Cuando tenemos una variable aleatoria discreta en general P (X < u) # P (X < u).

Variables aleatorias continuas Una variable aleatoria X es continua si su funciéon de

x)z/_;fx(U)du

donde fx () se le conoce como la funcién de densidad y cumple con ser:

distribucion esta definida como,

1. una funcién continua
2. fx(x) =20

3. Fx(oo) = [7 fx(x)dz =1

Algunas observaciones que podemos hacer son las siguientes:
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1. Como fx (+) es continua entonces Fx (-) serd también continua.

2. A partir de Fx (-) podemos obtener fx (-) usando el Teorema Fundamental del Calculo,

puesto que

d
%Fx(i’f) = fx(v)

3. El conjunto de puntos donde fx (-) > 0 sera el rango o soporte de la variable aleatoria.

4. Notemos que
P(X = 1) :/ fi () du=0

y por lo tanto en este caso

P(X <u)=P(X <u)

2.2. Esperanza

A continuacién estudiaremos una de las caracteristicas mas importantes de las variables alea-
torias.

La esperanza matematica (o sus sinénimos: Esperanza, valor esperado, media poblacional,
media, primer momento) de una v.a. X es un promedio ponderado de acuerdo a la distribucién
tedrica de probabilidades del fenémeno estudiado. O también lo podemos ver como el valor
hacia el que tenderia la media aritmética z si se tuvieran un ntumero suficientemente grande
de observaciones del fenémeno. La esperanza de una v.a. X, lo denotaremos por E (X) y lo
calcularemos como sigue:

erRangO(x) x-P(X =x) silav.a. X esdiscreta,
E(X)=

[z fx (x)da si la v.a. X es continua.
Las propiedades mas importantes de la Esperanza son las siguientes:

= Supongamos que k es constante, entonces la esperanza de una constante es igual a la misma

constante, es decir E (k) = k.

s Sean Xi, Xy, ..., X,, v.a.’s entonces la esperanza matemadtica de la suma (o resta) de varia-

bles aleatorias es igual a la suma (o resta) de las esperanzas de cada una de esas variables
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aleatorias, es decir

E(Xi+Xo+... £X,)=E(X))+E(Xy) £... £+ E(X,)

s Sean X1, Xo,...,X,, v.a.’s, independientes, entonces la esperanza de un producto de v.a.’s
esigual al producto de las esperanzas de cada una de las v.a.’s, si y s6lo si son X1, Xs,..., X,
independientes

E(X:Xs...X,) =E (X)) E(Xs) ... E(X,)

= Sea X una v.a. y b una constante real, entonces la esperanza de una v.a. mas una constante

es igual a la esperanza de la v.a. mas la constante, es decir:

E(X+b)=E(X)+0.

= Sea X una v.a. y a una constante real, entonces la esperanza matematica de una constante

por una v.a. es igual a la constante por la esperanza de la v.a.

E(aX)=dE(X).

Como una consecuencia inmediata de lo anterior diremos que la esperanza es un operador lineal, es
decir que abre sumas y saca escalares. Es decir que si X1, Xo,..., X, son v.a.’s, vy ai,as,...,a,,b

son escalares, entonces:
E (a1X1 -+ CLQXQ + ...+ aan + b) == al]E (Xl) + GQE (XQ) + ...+ an]E (Xn) + b.

Muchas veces estarémos interesados en calcular la esperanza de una funcion evaluada en una
v.a., la definicién de esperanza nos obligaria entonces a primero encontrar la distribucién de la
transformacién de la v.a. sin embargo el siguiente teorema nos brinda una manera mas facil de

llevar a cabo el célculo de la esperanza:

Teorema 2.2.1. Sea X una v.a. g una funcion (medible) , entonces g(X) también es una variable

aleatoria y su esperanza puede ser calculada como sigue:

Z;pgRango(X) g(:U)]P’ (X = 93) st la v.a. X es diSCTeta,
E(9(X)) =

2 g9(x) fx () da st la v.a. X es continua.
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En particular si en el teorema anterior, proponemos la transformacién g(X) = X", entonces
a la cantidad E (g(X)) = E (X") se le conoce como el r-ésimo momento con respecto a el origen,
y en forma compacta lo denotamos por E (X") = .

Un resultado muy importante nos dice que si el momento de orden ¢ existe, entonces todos

los momentos de orden inferior existen. En simbolos esto se escribe asi:
o, = E (X*) < oo entonces o, = E (X") < 00, conr < ¢

Los momentos con respecto al origen méas usados son:

Oé():E(XO):l

m o =E(X) =y

u (IQZE(X2)
L 063:E(X3)
u a4:IE(X4)

Por otro lado, si definimos ¢g(X) = (X — )", donde E (X) = p. Entonces a E (X — u)") lo
llamamos el r-ésimo momento respecto a la media y lo denotaremos por p, = E (X — p)").

Los momentos con respecto a la media mas usados son:
1
p=E(X-p))=0

pe =E (X — M)Q), asi definiremos la varianza

us =E ((X — u)g), se usa para calcular el coeficiente de asimetria poblacional.

gy =E ((X — p)4), se usa para calcular la kurtosis poblacional.

Notemos que los momentos con respecto a la media, u,, se pueden calcular a partir de los

momentos con respecto al origen a,.. Por ejemplo

M2 =
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De manera andloga podemos calcular pp = E ((X — u)k> usando el binomio de Newton, la
tinica condicién que necesitamos es que los momentos con respecto al origen a; = E (X7) para

j€{1,2,...,k} existan, que de hecho es equivalente a decir que oy, = E (Xk) exista.

2.3. Varianza

El segundo momento respecto a la media s = E ((X — u)2) lo conoceremos como la varianza
y lo denotado por Var(X) 6 ¢% y es una medida que refleja que tan dispersos esperamos que
estén los valores que toma la v.a. con respecto de la media p.

Propiedades de la varianza

La varianza siempre es mayor o igual a cero, puesto que estamos calculando la esperanza
delava. (X —u)?>0

= La desviacion tipica o estandar es la parte positiva de la raiz cuadrada de la varianza, y la
denotaremos por o. Esta medida también representa que tanta dispersion hay en la v.a.,

pero o esta en las mismas unidades que la media p de la v.a.

» La varianza de una variable aleatoria que no muestra dispersién sera cero, es decir es

constante.

= Si definimos el Error Cuadrético Medio como, ECM,(X) = E ((X — u)2), con u € R. Es
decir, ECM,(X) representa la dispersién de la v.a. al rededor de algin nimero real w.

Entonces se puede probar que

minkE ((X — u)2) =E (X - M)Q) =Var(X).

u€eR
= Si X es una v.a. con segundo momento y ¢ es una constante real, entonces

Var (cX) = c*Var (X)

= Si X es una v.a. con segundo momento y b es una constante real, entonces

Var (X +b) = Var (X)

= Sean X y Y dos v.a. y el primer momento de cada v.a. lo representaremos como sigue:
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E(X)=upx yE(Y)=puy , entonces como:

E(X+Y) = E(X)+E(Y)
= px £ py.

Entonces la varianza de la v.a. X +Y es por definiciéon:

Var(X £Y) = E({(X+Y)— (ux + ﬂy)}Q) definicién
= E({(X —p) £ (Y = ,uy)}2) reordenando
= E((X 1)) +E((Y = 1)%) £2-E((X o) (Y = 1)
= Var(X) + Var(Y) £ 2. Cov (X,Y).

o A la expresion E ((X — p,) (Y — 1)) la conocemos como la covarianza entre las v.a.’s

X y Y,y la denotamos por el simbolo Cov (X,Y) o como oxy

e Si Cov (X,Y) > 0 significa que cuando la v.a. X crece (disminuye) también la v.a. Y
crece (disminuye).
e Si Cov (X,Y) < 0 significa que cuando la v.a. X crece (disminuye) la v.a. ¥ disminuye

(crece).

e Si Cov (X,Y) =0 entonces Var(X £Y) = Var(X) 4+ varY
Algunas observaciones de la varianza son las siguiente:
= Si X y Y son v.a. independientes entonces la covarianza es cero pues
Cov(X,)Y) = E((X — py) (Y — py)) por independencia

— E(X —u)E(Y — )
= 0-0=0

Y por lo tanto
Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y)

Pero es muy importante notar que Cov (X,Y) = 0 no implica necesariamente indepen-
dientes entre las v.a.’s. Para poder afirmar que Cov (X,Y) = 0 implica independencia se

debe de anadir la hipétesis de Normalidad conjunta del vector (X,Y).
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El siguiente ejercicio muestra la necesidad de pedir Normalidad Conjunta para poder afir-

mar la independencia cuando Cov (X,Y) =0

Ejercicio 2.3.1. Considere X v.a. con funcion de densidad dada por:

Defina ademds a la v.a. discreta W tal que P(W =1) =P (W

1
fx (z) = me

1.2

T

es independiente de W. Ahora defina la v.a. Y como:

Demuestre entonces que

Y =WX

e Y sigue la misma distribucion de X ~ Normal(0,1)

e Cov(X,Y)=0

e X no es independiente de Y

Algunas funciones de distribucién discretas

—1) = % Suponga que X

[ (x)

/ t*tetdt; ; Beta (o, 5) =
0

I'(a+pB)

Nombre Pardmetro P(X =ux) Rango E(X)| Var(X)
Bernoulli p€(0,1) pr(1—p)* z € {0,1} p p(1—p)
Binomial neN,pe(0,1) | (M)p*(1—p)"" x€{0,1,...,n} np | np(1—p)
Binomial Negativa | p € (0,1) ,k € N (ij)pk (1—p) " zel{kk+1,...} ;’j k(;;p)
Poisson A€ (0,00) e_;’\w re€{0,1,2,...} A A
Algunas funciones de distribuciéon continuas
Nombre Parametro fx (2) Rango | E(X) Var (X)
Uniforme | a<b,a,beR — x € (a,b) ba %
Exponencial AeRt e~ x € (0,00) 3 3=
Gamma a,f €RT rféZ) zo e P x € (0,00) 5 &
291 (1—g)P T o a
Beta a € RT. g e R %(a}g) z€(0,1) | 355 m
o— 2
Normal p€Ro?eRT \/;7 exp {—( QUZL) } reR o o?
Donde:
I'(a)T'(8)
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Dentro de la teoria estadistica, surgen otras distribuciones las cuales enunciamos a continua-

cion:

Definicién 2.3.1 (Densidad x?). Decimos que X es una v.a. continua con distribucion x* con

n grados de libertad si su funcion de densidad estd dada por:

1 n 1
fX (I) = WI‘QIGQIE; xr > 0, n > 0,
2
y lo denotamos como X ~ X%n)' Se puede ademds probar que:
» BE(X)=n
» Var(X) =2n

Observe que la distribucion X%n) es un caso particular de la densidad Gamma con pardametros

a=35yf=;

Definicién 2.3.2 (Densidad t-student). Decimos que X es una v.a. continua con distribucion

t-student con n grados de libertad si su funcion de densidad estd dada por:

_(n+1)

fx(x)Z\;%ﬁ%) (1+%2) 2 : >0, n>0

y lo denotamos como X ~ t(,y. Se puede ademds probar que:
» E(X)=0; n>1

w Var(X)=-=2 n>2

n—2;

Definicién 2.3.3 (Densidad F-snedecor). Decimos que X es una v.a. continua con distribucion

F-snedecor con ny y ny grados de libertad si su funcion de densidad estd dada por:

(n1z)"1ny2

niz+ng)t1 T2
fX(x): (n1z+n2)

zBeta (”—21, %)

z>0; ny >0 no>0

y lo denotamos como X ~ Fiy, n,). Se puede ademds probar que:

. E(X):n:iz; ng > 2

n1(n2—2)%(na—4)

Diremos que la v.a. X sigue cierta una distribucién Fx(x), de las siguientes formas
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= X ~ fx(z)
n X NJ}?x(%)
= X ~ nombre de la v.a. y sus pardmetros

Ejercicio 2.3.2. s Sea X una v.a. continua tal que tiene por funcion de densidad dada por
fx(x) =a+bx siz e [-1,1] y 0 fuera de dicho intervalo. Se pide:

Calcular a y b sabiendo que E(X) = ¢

Calcular la varianza de X

Calcular la distribucion de la variable X

Encontrar la esperanza de X2 y la Var(|X| 2)

= FEncuentre la esperanza y varianza para el modelo Binomial Negativo con funcion de masa

de probabilidad dada por:
P(X:.I):(k_1>pk(1—p)x_k; rel{kk+1,k+2,...}

s FEncuentre la esperanza y varianza para el modelo Gamma con funcion de densidad dada
por:
ﬁa
al _—pz,

fx(x):= maz e P x € (0,00)

2.3.1. Funcion Generadora de Momentos

Supongamos que tenemos 2 variables aleatorias X y Y tales que se cumple que:

E(X) = E(Y)
E(X?) = E(Y?)
E(X?) = E(Y?)

E(X*) = E(Y%)

Si ocurre lo anterior para un k£ muy grande pareciera mucha coincidencia y uno empezaria a

sospechar que posiblemente X y Y tienen la misma distribucién. ;Pero cémo calculo todos los
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momentos de una distribucién?, precisamente aqui es donde entra la necesidad de definir una

funciéon que nos ayude a generar los momentos de las distribuciones que estamos estudiando.

Definicién 2.3.4 (Funcién Generadora de Momentos F.G.M). Sea X una v.a. aleatoria, tal que

]E(etX) < 00, definimos la funcion generadora de momentos para X como:

My (t) =E(e"Y) = /OO e fx (x) dx

[e.9]

Pero, jpor qué le decimos funcion generadora de momento? Notemos lo siguiente, sabemos

utilizando el polinomio de Taylor que:

Por lo tanto :

n=0

e =) -2 O ) - 3o (5F) -3 o

Donde m,, = E(X™) es el momento de orden n de la variable aleatoria X. Entonces:

6 & tnfl
GMx (0 = S mm = m = E(X)
t=0 n=1 t=0
82 & tn—? )
@MX (t) = Z(n_2)|mn :mQZE(X )
=0 n=2 " =0
816 0 tnfk N
%MX (t) - Z(n_k>|m” :mk:E<X )
=0 n=k ' t=0

Luego entonces, la funcién M (t) es tal que su k-ésima derivada evaluada en 0 genera el k-ésimos
momento de de la variable aleatoria X. Por lo tanto si resulta que dos variables aleatorias es
tal que My (t) = My (t) entonces se concluye que ambas variables tendran todos los momentos
iguales, lo que nos haria sospechar que siguen la misma distribucién. Esto se ve reflejado en el

siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea X yY dos variables aleatorias tales que Mx(t) = My (t) entonces, X yY
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tienen la misma distribucion lo que denotamos como:

4

X=Y

Ejemplo 2.3.1. Supongamos que tenemos X ~ N(0,1). Entonces:

Luego si derivamos y valuando en cero verificamos que en efecto genera los primeros momentos

de la distribucion normal.

0 1,2

— My (t = e2't| =0=E(X
G| = e (X)

aQM . t2 142 9 _]E X2
@ X (t) - = e2° +4e2't o =1= ( )

Algunas propiedades del F.G.M son la siguientes:

= Si X y Y son independientes entonces:

Mxyy(t) = Mx(t) My (?)

= Sia € Ry X es variable aleatoria entonces:

Max(t) = Mx(at)

= Sia,be Ry X esvariable aleatoria entonces:

MaXer(t) = ethX (at)

Ejercicio 2.3.3. » Sea X ~ N(u,0?) muestre:

Mx(t) = ezt Hin

n Sea X ~ Exp(\) muestre:

A
Mx(t) = v—

Observe entonces que por el ejercicio anterior y el teorema (2.3.1) sabemos que si encontramos
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Z una v.a. tal que
My(t) = / ¢ f7(2)dz = €2t

o0

Entonces podriamos concluir que Z sigue una distribucién Normal de pardmetros p , 0.

Ejercicio 2.3.4. » Utilizando la funcion generadora de momentos pruebe que si U ~ U (0, 1)

entonces Y = —% logU sigue una distribucion exponencial

» Sea X ~ Gamma(a, B) con funcién de densidad dada por:

fx(x):= %xaleﬁx; x € (0,00)

1. Pruebe que la funcion generado de momentos de X esta dada por:

MX(t):(l—%)_a t<p

2. Obtenga la funcion generadora de momentos de la variable aleatoria X%k:) Chi-cuadrado
con k grados de libertad. (Recuerde que la densidad x* es un caso especial de la den-

sidad gamma).
3. Sea X; ~ Xii con i € {1,...,n} independientes. Defina Y = Xy + ...+ X,,, pruebe

entonces (usando la funcion generadora de momentos) que Y ~ X% k)
i=1"vi

4. Obtenga la funcion generadora de momentos de la variable aleatoria Exzp(\) . (Re-

cuerde que la densidad Exp(\) es un caso especial de la densidad gamma).

5. Sea X; ~ Exp(\) coni € {1,...,n} independientes. Defina Y := X1 + ... + X,,

pruebe entonces (usando la funcién generadora de momentos) que Y ~ Gamma (n, \)

» Sea X ~ Binomial(n,p) con funcién de densidad de masa de probabilidad dada por:

fx(a:):IP’(X:x):(n>p“(1—p)”x x€{0,1,2,...,n} p € (0,1)

Xz

1. Pruebe que la funcion generado de momentos de X estd dada por:
My (t) = (1 =p+pe')”

2. Obtenga la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria Bernoulli(p).

(Recuerde que la densidad Bernoulli(p) es un caso especial de la densidad Binomial).
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3. Sea X; ~ Bernoulli(p) coni € {1,...,n} independientes. Defina Y := X;+...+ X,

pruebe entonces (usando la funcion generadora de momentos) que Y ~ Binomial (n, p)

» Sea X1,..., X, variables aleatorias independientes con distribucion N (u,c?), pruebe que:

ZXi ~ N (n,u, naQ)

=1

2.3.2. Funcién Caracteristica

Un problema que tiene la funcion generadora de momentos es que no siempre existe y por tanto
no siempre podra ser utilizada para encontrar la distribucién de transformaciones de variables
aleatorias. Surge entonces la necesidad de definir una funcién que de igual manera nos ayude a

identificar a las distribuciones.

Definicién 2.3.5 (Funcién Caracteristica). Sea X wna v.a. aleatoria, definimos la funcion ca-

racteristica de momentos para X como la funcion compleja dada por
ox (t) = E(e"¥) = E(cos (tX) + isen (tX)) = E(cos (tX)) + iE(sen (tX))

En este curso no utilizaremos tanto a esta funcion por lo que no desarrollaremos la teoria que
requiere el calculo de las funciones caracteristicas sin embargo el uso y aplicacion que tiene es
bastante grande, de hecho el famoso Teorema Central de Limite basa su demostracion en esta

funcién para concluir sus resultados.

Ejercicio 2.3.5. Suponga que X es v.a. simétrica, es decir que su funcion de densidad es simétri-

ca respecto de 0, esto es:
fx (@) = fx (—2)

Demuestre que ¢x (t) no tiene parte imaginaria.

2.4. Vectores Aleatorios

Supongamos ahora que tenemos un experimento aleatorio que arroja un par de valores aleato-
rios, por ejemplo, lanzamos un dardo y el resultado de nuestro experimento sera las coordenadas
(x,y) donde cayé el dardo, en este caso ahora el modelo del experimento serd lo que denominamos

vector aleatorio.
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Definicién 2.4.1 (Vector Aleatorio). Formalmente un vector aleatorio es un funcion (medible)
X : Q — R". Sin embargo se puede probar que X = (X, ... ,Xn)T es vector aleatorio si cada

X, es variable aleatoria. (Observacion, en esta parte asumiremos que tenemos vectores columna)

En este caso podran existir vectores aleatorios absolutamente continuos o discretos pero
también puede existir el caso donde unas variables sean continuas y la otras discretas en cuyo
caso decimos que el vector es mixto. En este curso solo trabajaremos con vectores discretos y
continuos dejando a los vectores mixtos fuera de nuestro estudio.

Las definiciones de distribucién se generaliza facilmente:

Definicién 2.4.2 (Distribucién de un vector aleatorio). Sea X = (X1,...,X,)" € R" un vector

aleatorio, definimos la funcion de distribucion del vector aleatorio como:
FX(.’El,...,Z‘YJ :P<X1 S ZEhXQ S IQ,...,Xn S ZEn)

La funcién de distribucion cumple con las siguientes propiedades:

Es mondétona no decreciente en cada entrada.

0§F£($1,...,$n><1

» lim Fx(z1,...,2,) =0 ie{l,2,...,n}

Tj——00

w lim Fy (2q,...,2,) =1
T—00

= Es continua por la derecha en cada variable

= Se satisface la ley del paralelogramo, que en el caso de dos variables es lo siguiente: Para

cualesquiera a < b,c < d

Fi(b,d)—Fl(a,d)—FX(b,c)%—FX(a,c) >0

= A partir de la funcién de distribucién conjunta se peden obtener las funciones de distribucién

marginales de la siguiente manera:

Fx,(z;)= lim ... lim lim ... lim Fx (z1,...,2,)
Tr1—00 Tj—1—>00 Tj41—>00 Tp—>00

A partir de la funciéon de distribuciéon conjunta podemos definir la independencia de variables

aleatorias como sigue:



Capitulo 2. Repaso de Probabilidad 29

Definicién 2.4.3 (Independencia de Variables Aleatorias). Se dice que las variables X y Y son

independientes si:
Fixyy (z,y) = Fx (z) Fy (y) para todo x,y € R

El concepto de la funcién de densidad se generaliza como sigue:

Definicién 2.4.4 (Funcién de Densidad). Sea X = (X, ..., X,,) un vector aleatorio, supongamos
que el vector estd formado por variables aleatorias continuas, decimos que fx (x1,...,2,) >0 es

funcion de densidad del vector si:

T 2 Tn
FX(.Il,...,.Tn)—/ / / f&(tl,...,tn)dtl...dtn

De aqui queda claro usando el T.F.C que:

B 0
n 8%13@ . 8xn

fx (@1, .. xp) Fx (z1,...,2,)

Por otro lado si el vector contiene variables aleatorias discretas entonces, la funcion de densidad

de probabilidad del vector se define como:
fi(l‘l,...,ﬂfn) :]P)(Xl :l‘l,...,Xn :l'n)
De esto se prueba entonces que cuando el vector es discreto que:

Fé(ﬁl,...,l}»: Z f&(xi17"'7l‘in)

{1'1 iy <1 },,{'Lnx,n <zn}

Con la definicion de independencia y de funcién de densidad podemos probar que X y Y son

independientes si y solo si:

fxy (2,y) = fx (%) fy (y)

Esto se generaliza para n variables facilmente diciendo que Xj,..., X,, son variables aleatorias

independientes si y solo si:

n

Fx (@1, ) = fx, (1) - fx, (n) = [ ] Fx, (22)

=1

Adamas se pueden encontrar la funciones de densidad marginales integrando o sumando respecto
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al resto de las variables como se muestra a continuacion:
in (l’l) = / / f&(xl,...,xn) dl’l ...dl’i_ldﬂji_;,_l d.Tn
Ejercicio 2.4.1. » Supongamos que las variables (X,Y) pueden tomar los valores

(0’ O); (1> 1); (_17 1); (1’ _1)y(_17 _1)

cada uno con probabilidad % Encuentre la funcion de distribucion y determine si estas

variables son independientes

» Supongamos que las variables (X,Y") pueden tomar los valores (1,1);(2,1);(1,2);(3,1) tal
que:
P(X=4Y=j)=C(i+})

Donde C' es una constante, determine el valor de C y obtenga la funcion de densidad de

probabilidad marginal correspondiente a la primera variable.
= Suponga que
P(X =4,Y =j)=Ca'p’ i,j € N; 0<a,B<1
Halle el valor de C para que P (X =1,Y = j) sea una funcion de densidad de probabilidad.
» Se lanzan dos tetraedros con caras numeradas del 1 al 4.

e FEscriba el espacio muestral ) de este experimento

e Sea X la v.a que indica el niumero obtenido en el primer tetraedro y Y la v.a. que indica
el minimo de las dos caras obtenidas, encuentre la funcion de densidad de probabilidad
P(X =a,Y =y) conz € {1,2,3,4}, y € {1,2,3,4}. Finalmente encuentre la funcion

de distribucion Fxy(x,y).

2.4.1. Probabilidades Condicionales

Dentro del estudio de probabilidades surgié la necesidad de medir la probabildad de los eventos
dado que ocurrio otro cierto evento, a esto se le llamsa una medida de probabilidad condicional

y se define como sigue:
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Definicién 2.4.5 (Probabilidad Condicional). Sea A y B dos evento tal que P (B) > 0, definimos

la probabilidad condicional como:

P (AN B)

P(A|B) = 5

Ahora supongamos que tenemos dos variables aleatorias discretas X y Y, se desea obtener
la funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X condicionada a que ocurrié
el evento Y = y (Suponga que P (Y = y) > 0), resulta natural entonces definir a dicha funcién

como:
PX=xnY =y) fxy(z,y)

PY=y) fQ

Finalmente este tltimo resultado se extiende para variables aleatorias continuas de la misma

fX\Y (zly) =

forma

Definicién 2.4.6 (Densidad Condicional). Sean X y Y wv.a. aleatorias, definimos la funcion de

densidad condicional de X dado Y =y tal que fy (y) > 0 como:

~ fxy (ny)
fX|Y (ZEly) - fY (y)

Observe que cuando X y Y son independientes se tiene que:

fxy (vy)  fx (@) fy (y)

fxyy (zly) = O = fx (2)

Generalizando lo anterior se puede probar que la funcién de distribuciéon condicional se puede

obtener sumando o integrando a la respectiva funcion de densidad condicional, en el caso continuo
Far (oly) =PX <2l =)= [ fuw (t)at

Mientras que en el caso discreto:

Fxy (zly) =P(X <zl =y) = Y fxy (@ly)

{i:z; <z}

Por otro lado el concepto de esperanza también puede ser extendido al caso condicional el cual

se define de forma natural como:

Definicién 2.4.7 (Esperanza Condicional evaluada). Sea X y Y wariables aleatorias tal que

fv (y) > 0 entonces definimos la esperanza condicional de X dadoY =y como:
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St X yY son continuas:

o0

E(X|Y =y) :/ z fxy (z]y) dx

—0o0

St X yY son discretas:
E(X]Y =y) = Z zfxy (z|y)

x€Rango(X)
Se podrd ademds probar que la esperanza condicional de una transformacion de variables aleato-

rias estd dado por:
(o)

B0 =) = [ ho)fay (aly) da

— 00

A partir de la varianza condicional podremos definir a la varianza condicional:

Definicién 2.4.8 (Varianza Condicional evaluada). Sea X y Y wariables aleatorias tal que

fy (y) > 0 entonces definimos la varianza condicional de X dado Y =y como:
Var(X|Y =y) =E(X?Y =y) — (E(X|Y =y))*

La interpretacion que daremos a E(X|Y = y) es nuevamente la de un promedio ponderado y
nos indica el valor que en promedio estara obteniendo la variable aleatoria X condicionada a que
la v.a. Y en todas las repeticiones siempre tomé el valor de Y = y. Por otro lado Var(X|Y = y)
se interpreta como una medida de la variabilidad que tiene la variable X condicionada a que la
v.a. Y tomé el valor de Y = y.

Observe ademés que E(X|Y =y) es una funcién de y, muchas veces escribimos entonces
E(X|Y =vy) = g(y), sin embargo aveces serd necesario calcular la esperanza de X condicionada
a Y sin evaluar a la variable aleatoria, en este caso también vamos a poder definir una esperanza

condicional de la siguiente manera:

Definicién 2.4.9 (Esperanza Condicional). Sea X y Y wvariables aleatorias tal que eziste
E(XY =y) = g(y)

Yy en el soporte de Y , definimos a E(X |Y) como a la variable aleatoria dada por:
E(X [Y)=g(Y)

Definicién 2.4.10 (Varianza Condicional). Sea X y Y wvariables aleatorias tal que eziste

Var(X|Y = y) = g(y)
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Yy en el soporte de'Y , definimos a Var(X|Y') como a la variable aleatoria dada por:
Var(X[Y) = g (Y)

Dado que E(X |Y) es una v.a. resulta entonces interesante también poder calcularle sus

momentos, en este caso se prueba que:

E(X) = E(E(X[Y))
Var(X) = E(Var(X|Y))+ Var(E(X|Y))

Ejercicio 2.4.2. s Considera la siguientes densidad conjunta:
[y = —e G a0
8y

Encuentra la densidad marginal fy(y) y la densidad condicional fxy (xly), finalmente
encuentre E(Y) y Var(Y) ast como E(X |Y) y Var(X|Y)

» Considera la siguiente densidad conjunta:
[ y) =daye™ ™ 2y >0

Encuentre las marginales fx(x), fy(y) asi como las condicionales fxy (zly), fyix (y|x),

finalmente encuentre E(Y) y Var(Y) asi como E(X |Y) y Var(X|Y)

» Considera la densidad Normal Multivariada.

B 1 B 1 (:L‘—m)Q_ (33—,&1> (y—ﬂ2> (y—M2)2)>
Ixy (z,y) = PE—— _p2€$p< 201 — p2) < o2 2p o1 o2 * o3

Prueba que la densidad marginal fx(x) corresponde a la densidad Normal de pardmetros p = pq

Y o? = (T%, N (Mba%)
Finalmente encuentre la densidad condicional fy|x (z|y) y prueba que corresponde a una densidad
N (u = p2+ pP (x —m), 0% =031 —p2))

» Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad dada por:

ny(x,y):2e*% 0<z<1; y>0

Encuentre E(Y) y Var(Y') sin utilizar la densidad de 'Y .
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2.5. Teorema de Cambio de Variable

Dentro del analisis de la muestra que haremos en nuestro estudio serda necesario llevar a
cabo transformaciones de variables aleatorias y por tanto debemos conocer herramientas que nos
ayuden a encontrar las distribuciones de dichas transformaciones. Como ya vimos una forma de
atacar el problema es utilizar la funcién generadora de momentos para deducir la distribucion de
la transformacién, sin embargo a veces dicha técnica no funcionara.

El caso mas sencillo es el siguiente, supongamos que tenemos una v.a. X y construimos Y

otra v.a. tal que Y es una transformacién monétona (creciente o decreciente) de X, es decir:
Y =g(X)

Suponiendo X continua sabemos que Y también sera continua por lo tanto podemos preguntarnos

por encontrar a Fy (y) el cual nos dice el comportamiento distribucional de Y.

Fy(y) =PY <y)=PyX)<y)=P(X<g ' () =Fx (9" ()

Luego entonces, si queremos a la funcién de densidad de Y bastaria con derivar respecto a y a

la funcion de distribucién y entonces obtener:

0 0 0

fr (y) = a_yFY (y) = a—ny (97" (W) =fx (97" (v) oy (y)

en la ultima igualdad tenemos el problema que no necesariamente a% g~ (y) es positivo, (pues
depende de si g es creciente o decreciente) luego entonces para garantizar que fy (y) sea densidad

debemos colocar valor absoluto
v (y) = fx (971 (y)) 9 ) (y)
dy

Con la formula anterior es facil por ejemplo , obtener la densidad de transformaciones lineales

de variables aleatorias.
Ejemplo 2.5.1. Sea X ~ N (u,0?), muestre que Z = £ ~ N (0,1) .
Fz(2) = Fx (20 + p)

Derwando:
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Esté método también puede ser utilizado en funciones que son invertibles por partes, esto lo

podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5.2. Sea Z ~ N (0,1), muestre que Y = Z? ~ x3. Observemos primero que Y es

una variable aleatoria que solo puede tomar valores positivos

Frly) = P(Y<y)=P(2<y)=P(IZ] < Vi) =P(~VT < Z < )
= P(Z< Vi) - P(Z< Vi) = F2 (i) ~ F2 (i)

Deriwando obtenemos que la densidad de Y estd dada por:

() = (%(FZW—FZ(—@))=fz<@i+fz<—mi

1 1 7;yiz 1 1.4 _1
S N A R )

Lo que demuestra que Y sigue una distribucion X%).

El teorema de cambio puede generalizarse para transformaciones de R™ a R"™ invertibles de

la siguiente forma:

Teorema 2.5.1 (Teorema de Cambio de Variable - Caso Absolutamente Continuo). Sea X =
(Xq,... ,Xn)T un vector aleatorio con funcion de densidad dada por fx (xy,...,x,). Sea g : R" —

R™ una transformacion invertible.

g(xy,. ;)= =91 (T1, - 20) 5o Yn = Gn (T1, ..., Tp))

Como g es invertible entonces sabemos existen wy,. .., w, funciones de R™ a R tales que:

ry = w (yl,--->yn)
Ty = W2 (yl,--.,yn)
Tpn = wn(yla--'vyn)

Definamos al vector aleatorio Y = (Yi,... ,Yn)T obtenido de transformar a X por medio de

g, es decirY = g(X). Entonces la densidad conjunta del vector aleatorio Y estd dado por:

fy (i, yn) = fx (i (yay ooy Yn) 5oy w1 (Y1, - -2, yn)) |det J|
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Donde J es la matriz jacobiana.

Consideremos por ejemplo una transformacién lineal de R? a R?® dada por:
9(x1, 22, 73) = (321, 21 — 49, 23)"

Ahora supongamos que tenemos un vector aleatorio continuo en R* con funcién de densidad

fx (21,29, x3), definamos al vector aleatorio Y = (Y7, Y5, Y3)T, tal que:

Y =g(X) = (3X1, X; — 4X,, X5)"

Se desea encontrar la funciéon de densidad del vector Y. Esto lo podemos resolver utilizando el
teorema de cambio de variable muy facilmente, primero notemos que al ser g una transformacion

lineal, entonces existe una matriz que construye a dicha transformacién lineal.
Y =g(X)=AX = (3X,, X; — 4X5, X3)"

Con A una matriz de la forma:

3 0 0
A=11 -4 0
0 0 1

Observe que como A es de rango completo, entonces existe su inversa lo cual era de esperarse al

ser g invertible, luego entonces:

s 00\ /M 1.1 1 4
_ A1y _ |1 1 _
0 0 1 Y;
En este caso entonces las funciones w; estan dadas por:
1
= wi (Y1, Y2, Y3) = §y1
( ) 1 1
Ty = w =—y — -
2 2\Y1,Y2, Y3 12y1 4y2

T3 = w3(yhy27y3):y3

De donde queda claro que la matriz Jacobiana estd dada precisamente por A1, luego entonces,
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1 1
Y1, 75% 4y273/3 B

1 1 1
—Yi, —Y] — — det J| =
Y1, 750N 4y2,y3) |det J| Ix (3 12

por el teorema de cambio de variable la densidad del vector aleatorio Y esta dado por:
1 1
fy(yhuyn)_fX(g 12 >

un vector aleatorio continuo tal que:

NNCORED

)"exp<_%zzi -

Ejercicio 2.5.1. Sea Z = (Z1,...,Z,)"

Fo (o) = <¢%7

Sea Y una matriz definida positiva y pp € RP un vector de nimeros reales. Demuestre que el vector

i=1

aleatorio X = Z%Z + p tiene por densidad:
1 T oy
Sle—p) 2 (z-p)

)n det (E*%> exp <—2

Ix (@1, 20) = fx (z) = (\/%

Observacion: Cuando un vector aleatorio X tiene la densidad anterior, decimos que X sigue una

distribucion multivariada y lo denotamos por:

XN, (3)

Hint: Recuerde que como X es definida positiva entonces puede ser expresada segun la descom-

posicion espectral como:
¥ =TAr?
Luego entonces defina:
Y*=TAT" «a€eR
AY =diag (AT,..., )

Donde:

Ahora utilizaremos el teorema de cambio de variable para obtener uno de los resultados mas

utilizados en la teoria de la estadistica:

Teorema 2.5.2. Sea Z ~ N (0,1) y X ~ x(n), suponga Z y X independientes. Entonces:

A
T=—n~tw (t— student)
X

n
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Demostracion. Por la definicién (2.3.2), tenemos que demostrar que:

_ (n+1)
2

m—r()<”g) ;

t>0;, n>0

Definamos la siguiente transformacién del vector aleatorio (X, Z)"

(- (-0

n

Note que:

g(z,2) = (x, %) = (v,1)

Por lo tanto las funciones inversas son:

r = w(v,t) =

v
z wy (v, 1) \/;

Esta tranformacién tiene por Jacobiano:
Ow;  dwy
Owy  Owy 94 /U )
ov ot th\/; \/:

det (J) = %

Por lo tanto:

Finalmente segin el teorema de cambio de variable sabemos que:

for (,t) = f ( t\ﬁ) det (J)] v’ ( 1<1+t2) ) S0teR
v,t) = U, - € = 7 —0 ¢ - = — v, U ;
T r7 n 23 QRWF(%) P 2 n
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[ o
2
= Tl 1+ v | dv
/0 22\/2n7rF( ) p< 2( n) )
1 ® 1 t2
= — / v 31’1695[) (—— (1 + —) U) dv
224/ 2nnl’ (%) 0 2 n
Haciendo o = ”TH y = % (1 + ) Obtenemos que:
fir 1) 1 / "o lep () d
= a0 v rexp (—pv) dv
’ 224/ 2n7rF (%) P
5"‘ 1
= v Cexp (—pv) dv
23/ 2n7rF % p(=Hv)
TL+]. (n+1)
- \/mrF <
Lo que concluye que T en efecto sigue una distribucién t-student con n grados de libertad. [

Se deja como ejercicios demostrar lo siguiente:

Ejercicio 2.5.2. Sea X ~ X(n,) ¥ Y ~ X(n,) independientes, demuestre que:

X

2
Y (n1,m2)
n—2 Ynl

Hint: Considere la transformacion:

(#)= ()= () ()

Luego por el teorema de cambio de variable, encuentre la densidad congunta del vector (G, F) y

después encuentre la marginal de F' y concluya
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Inferencia Estadistica

3.1. Planteamiento del problema

Se tiene un fenémeno aleatorio el cual queremos modelar mateméticamente para hacer infe-

rencias sobre el comportamiento futuro del fenémeno estudiado.

3.2. Hipotesis

Para dar solucién a nuestro problemas supongamos lo siguiente:

= Supondremos que le fenémeno aleatorio sigue una distribucién de probabilidad conocida

salvo ciertos pardmetros fx (z;6) con 6 := (6;,...,6,) vector de pardmetros desconocidos.

= Bajo el supuesto de que conocemos el modelo adecuado para nuestro problema, toda nuestra

tarea se centrard en estimar al vector de parametros ¢

Debe de notarse que una vez determinado 6 se tiene un modelo completamente definido y podemos
hacer cualquier tipo de inferencia distribucional de los datos, por ejemplo obtener probabilidades

de caer en ciertas regiones o los momentos poblaciones como la esperanza y varianza.

Definicién 3.2.1 (Espacio parametral). Al conjunto de posibles valores que puede tomar un

pardmetros se le conoce como espacio parametral y se le denota como ©

Ejemplo 3.2.1. Supongamos que tenemos un fenomeno aleatorio que se puede modelar con una
distribucion N(1,0?) con o2 desconocido. Es decir la funcién de densidad de nuestra poblacién

estd dada por:

40
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Entonces:
@:{026R : a2>0}

2

Observe que si conociéramos o° el modelo estaria completamente especificado y podriamos esti-

mar por ejemplo P (X > 1)

Dado que nuestro objetivo es estimar a los pardmetros, necesitaremos herramientas que nos
ayuden a obtener una buena estimacion, en estadistica nuestra principal fuente de informacion
sera una muestra de la poblacion la cual, bajo el supuesto de que aun no hemos llevado a cabo el

experimento, seran variables aleatorias. Formalmente definiremos a una muestra aleatoria como:

Definicién 3.2.2 (Muestra Aleatoria). Supongamos que tenemos una poblacion que es modelada
por una funcién de densidad dada por fx (x;0) con 8 un vector de pardmetros desconocidos.

Decimos que X1, ..., X, es una muestra aleatoria (denotada por m.a.) de tamano n si:
v Cada X; sigue la misma distribucion dada por la funcion de densidad fx (x;6)
» X; es independiente de X; con i # j

En inferencia clasica # se considera un vector de parametros fijos pero desconocidos y por lo
tanto no tiene asociada ningun tipo de distribuciéon de probabilidad, en cambio en estadistica
bayesiana # al ser desconocido se le asocia una distribucion inicial de forma subjetiva.

Nuestro objetivo es entonces encontrar métodos eficientes que nos ayuden a estimar de la

mejor manera a los parametros desconocidos, para ello definamos lo siguiente:

Definicién 3.2.3 (Estadistica). Sea Xy, ..., X, m.a. de cierto fenénemo aleatorio, una estadisti-

ca es cualquier funcion de la muestra que no depende de pardmetros desconocidos
tl = tl (Xl,...,Xn)

Ejemplo de estadisticas pueden ser:
P Z?:l X;
|, = &=l
n
to = mar{Xy,...,X,}
n 2
Zi:l (Xi — X)
n—1

"t (ZLXZ‘ X <Xi—7>2>

ts =

n n—1
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Definicién 3.2.4 (Estimador). Un estimador, es una estadistica, que esperamos cumpla con

ciertas propiedades que ayuden a la estimacion de un vector de parametros desconocidos.

La notaciéon que hacemos para identificar a un estimador de cierto vector de parametros

6 € RP es: é, esto de cierta forma es la abreviacion de:
0=0(X1,....X,) = (él (Xl,...,Xn),...,ép(Xl,...,Xn)>

El problema general implica estimar varios pardmetros, sin embargo supondremos en la mayor

parte de este curso que solo tenemos un parametro desconocido en cuyo caso:
0 =0(Xy,...,X,) es una v.a. Real

Una de las primeras propiedades que deberiamos pedir al estimador es que al menos su contrado-
minio sea un subconjunto del espacio parametral, ya que la idea es que la distribucién de dicho
estimador esté centrada al rededor del pardmetro que queremos estimar.

Para seaber cudl estimador es mejor que otro, es necesario conocer las propiedades de cada
uno y elegir aquél que mas se adecue a nuestras necesidades. Con el objeto de conocer mejor estas
propiedades es necesario saber cuando menos cuales son sus momentos centrales y si es posible
saber qué tipo de distribucion esta siguiendo.

Podemos motivar el estudio de la distribucion de un estadistico de la siguiente manera. Sea X
una variable aleatoria que nos mide alguna caracteristica numérica de algin fenémeno aleatorio.
En muchas ocasiones nos enfrentamos al problema de no saber completamente cudl es la funcién
de distribucion de esta variable aleatoria. Supongamos que sabemos que la variable aleatoria sigue
una distribucién Fx (z;0) pero con el parametro 6 desconocido. Para obtener mas informacién
acerca de la distribucion de X nosotros podemos repetir el experimento n veces de manera
independiente y definir X; la v.a. de la i-ésima repeticién del experimento. Entonces X, ..., X,
serd una muestra aleatoria de la distribucién en estudio con la cual se pretendera estimar el
valor de 6 a través de una funciéon de ella. Ahora suponga que definimos un estadistico Y =
u(X1,...,X,) para el cual podemos encontrar su funcién de densidad de probabilidad Gy (u) y
supongamos que esta funcién nos muestra que existe una probabilidad considerable de que Y, al
realizar los experimentos, tenga un valor cercano al parametro desconocido. Asi, una vez que el
experimento ha sido repetido en n ocasiones se obtiene una muestra observada x1, ..., x, la cual
al ser evaluada en la funcién de la muestra u (z1,...,x,) nos dard un nimero conocido al cual
esperamos, bajo las condiciones arriba expuestas, sea cercano al valor desconocido del parametro
6.

Observe que de lo anterior para saber qué tan cercano serd el valor estimado al parametro
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desconocido 8, es necesario conocer la forma de la distribucién del estadistico que lo define, para

asi tener una medida de probabilidad de qué tan cercana sera nuestra estimacion.

Ejemplo 3.2.2. Supongamos que tenemos X1, ..., X,, m.a. del modelo exponencial de parametro
A desconocido, primero observemos que en este caso el espacio parametral estd dado por © = RT,
queremos definir una funcion de la muestra que nos ayude a determinar cual de todos los valores
que estan en el espacio parametral es el mas apropiado para estimar a \. Posibles estimadores

para \ pueden ser:

L] )\(XlaXn>

A (XY, X)) =min Xy, ... X,
s (X, X)) = 2
Algo que no puede ser llamado estimador para \ seria :

n A(X LX) = At

i1 Xi
s A (X, X, = -2

En el primer caso no es estimador pues la expresion de la funcion involucra al pardametro des-
conocido X y en el sequndo caso, la contradominio de la funcion que determina al estimador no

cae en el espacio pardmetral ( © = R*).

Notemos que en nuestra teoria que estamos desarrollando, los estimadores 0 al ser funciénes
de variables aleatorias, entonces también heredan esta propiedad y por tanto el estimador 6
también es v.a., luego entonces surge de manera natural preguntarnos por algunas propiedades
como su distribucién o sus momentos. En ocasiones es dificil y ambicioso conocer completamente
la distribuciéon que sigue un estimador por lo que a veces solo nos conformamos conociendo
algunos momentos como su esperanza y varianza.

Por ejemplo, supongamos que tenemos Xi,..., X, m.a. de una cierta distribucién F' con

2

media p y varianza ¢~, supongamos ademéas que p es un parametro de interés de la poblacién

que estamos estudiando, por lo que definimos el siguiente estimador:

Z?:l i X

/j[':ﬂ(Xb?Xn):
n

Ciertamente desconocemos la distribucion de i pues de entrada no conozco ni siquiera como se

distribuye cada X;, sin embargo si puedo conocer los dos primeros momentos de mi estimador
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con la informacién que cuento, pues:

Observe que en la ultima igualdad utilizamos fuertemente el hecho de la independencia de las
variables aleatorias X, ..., X,. Debe de quedar claro entonces que no conozco la distribucién de
it sin embargo el hecho de conocer los dos primeros momentos nos da mucha informaciéon pues
ahora sabemos en promedio ji tomara valores cercanos a u y que ademas la varianza de dicho
estimador se va haciendo cada vez mas chica conforme tenemos mas muestra, esto quiere decir
que [ es un estimador que conforme tiene mas muestra ofrece mejores aproximaciones hacia el

valor desconocido pu.

Definicién 3.2.5 (Estimador Insesgado). Decimos que 0 es un estimador insesgado para 0 si

E(6) =0
Y cuando no pasa la igualdad decimos que el estimador es sesgado

Los estimadores insesgados entonces tiene la propiedad de que sus esperanza es el valor del
parametro desconocido, lo que nos quiere decir esto entonces es que si repetimos muchas veces
el experimento y evaluamos el estimador en cada una de las muestras que vamos obteniendo,
entonces en promedio el valor que vamos a obtener es precisamente el valor desconocido 6.

Observacion Importante: Como ya hemos dicho un estimador es una v.a. pues es funcién
de la muestra aleatoria, sin embargo una vez observada la muestra y evaluada en la funcion que
determina el estimador se obtiene un nimero, a dicho niimero se le conoce como estimacion.

Debe entonces quedar claro la gran diferencia que hay entre un estimador y la estimacion.

Ejercicio 3.2.1. Conteste lo siguiente:

s Suponga X1, ..., X, m.a. de una distribucion con media p y varianza o?. Pruebe que:

~2 Z?:l (Xi B 7)2

01 =
n
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Es un estimador sesgado para o® pero que:

6,2 L Z?:l (Xl B 7)2

20 n—1

si es insesgado para o2, luego suponga que observamos la siquiente muestra: X, = 2, Xy =

1,X5=4,X, =2, X5 =1, encuentre el valor estimado de 0? de ambos estimadores.

s Sea Xy, Xo, X3, X4, X5 muestra aleatoria de tamano n =5 de una poblacion con densidad

dada por:

fX(:p;Q):—'e_g; >0, z€{0,1,2,...,}
x!

Considere las siguientes funciones de la muestra:

é1:X1+X2+X3+X4+X5

é2:X1+9X2
~ 0 X1+ Xo+ X3+ Xy + X5
93: 5

- 2X, +3X,

Iy =—"—F"

1. Indique cudles funciones de la muestra pueden ser considerados estimadores para 6 y

cuales no

2. Indique cudles estimadores son insesgados y cudles sesgados

Como ya hemos dicho, encontrar la distribucion exacta de nuestros estimadores a veces no
es facil sin embargo en algunas ocasiones si es posible encontrar algebraicamente cual es la

distribucién de nuestro estimador, en la seccion anterior se definieron dos estimadores uno para
—\2
i (x-X)

" ), supongamos ahora

1y otro para ¢ de una distribucién genérica (i = X y 62 =
que tenemos el modelo Normal y nos preguntamos ; Cémo se distribuye /i y 62?. Afortunadamente
en este caso si podremos encontrar la forma exacta de la distribucion de estos dos estimadores

utilizando la funcién generadora de momentos.

Ejercicio 3.2.2. s Sea Xiq,...,X, wvariables aleatorias Normales independientes tales que

Xi ~ N (ui,02), y defina la variable aleatoria W como:

W:a1X1+a2X2+...+aan
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Demuestre que W sigue una distribucion normal y encuentre los pardmetros de media y
varianza para esta nueva variable aleatoria.

Finalmente concluya que si X1,...,X,, es m.a. de una porblacién N (u,c?) entonces:

Y ox, 2
X: Zz:l NN(M,U—)
n

n

Hasta ahora hemos encontrado la distribucion exacta de X cuando la muestra proviene de una

poblacién normal, sin embargo aun queda abierto el problema de conocer la distribucion exacta
. . ~ <\ 2 ‘

del estimador para la varianza o* dado por 6% = - 3" (X; — X)”, veamos cémo encontrar

esta distribucién para el caso normal.

Por un lado sabemos X—J_H ~ N(0,1) entonces, (X—O,_H)2 (1) y por lo tanto queda claro que
cuando tenemos una m.a Xi, ..., X,, de una poblacién N (u,0?), entonces:

i Ximm)' X{
: o (n)
De donde concluimos que:

n 2
n (Xs — ) 2 T 9y 2

De donde 63* = > | M, y de aqui podemos encontrar la densidad exacta para 63* por

n
medio del siguiente método, primero definamos a la v.a. U como U = 63* y V una v.a tal que
V o~ X%n)’ queremos encontrar la distribucién de U, entonces:
n n n n
Fy(u) =P(U <u) =P (63 < u) =P (507 < Zu) =P (V < Su) = Ry (Su)
v(u) (U <u) (61 <) g2 1= 52 = 52 Vg2
Todo lo anterior nos ayudo a encontrar la densidad de 6%*, sin embargo este no era nuestro

objetivo, recordemos que queremos encontrar la densidad o distribucion exacta para:

b e (=X
=) T

i=1

Para ello requeriremos un teorema muy importante para nuestra teoria.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Cochran). Sea Xi,..., X, m.a. de una poblacion con densidad
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f(.). Entonces las estadisticas dadas por:

n n .__2
X — Zi:lXi; SQZZ (XZ X)

n
Son independientes si y solo si lo m.a. proviene de una poblacion normal

Demostracion. Solo probaremos la implicacién que utilizaremos en el curso, es decir supondremos
que la muestra aleatoria proviene de una distribucion Normal y probaremos que las estadisticas
X y S? son independientes.

Para la prueba utilizaremos algunos resultados importantes de vectores aleatorios Normales,
lo primero que ocuparemos es el siguiente resultado.

Si X ~ N, (E’ E) y A € RF¥*? de rango completo, entonces:
Y = AX ~ N, (Ap, ASAT)

Es decir, la propiedad nos dice que cualquier transformacién lineal de un vector aleatorio normal
multivariado tambiés es normal multivariado. En nuestro caso para la prueba supongamos que
tenemos X1, ..., X, m.a. de un una poblacién N (u, 0?). Con la muestre definamos al vector alea-
torio X = (Xq,... ,Xn)T7 entonces al ser X; variables aleatorias independientes e idnticamente

distribuidas tenemos que:
X ~ N, (1,u, 021)

Donde 1 = (1,1,...,1

)T. Definamos ahora la matriz T € R™ " ortogonal tal que su primer
renglén es del forma (\/iﬁ, ceey \/Lﬁ) es decir:

11 1
N Y O Vn
T — tor  too ton
thi tha ... tun

Sabemos que esta matriz existe utilizando el algoritmos para ortogonalizar una base de R™.

Definamos entonces el vector Y como:
Y=TX

Entonces como X ~ N, (1u,0%I), sabemos entonces que Y ~ N, (Tlu, TJQITT), pero notemos
que:
To’IT” = *TT" = 0’1
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Pues recordemos que T es ortonormal y por lo tango TT? =1.
Entonces hemos probado que Y ~ N, (T1u,0°I). Lo anterior nos indica que Yi,...,Y, son

independientes. Analicemos la primer entrada de este vector aleatorio.
n n
1 n 1
RO P I
i=1 Vi a im1
Consideremos la suma de cuadrados del vector aleatorio X y Y.

SV =YY = (TX)7 (TX) = XTT"TX = X"X = 3 X?

i=1

Es decir, la norma del vector X y Y son las mismas.
Por otro lado, ahora consideremos las variables aleatorias Y5,...,Y, y tomemos la suma de

sus cuadrados, es decir:

iyfzzn:yf—y? ZX2 ZXQ—nX ZX X)”
=2 =1

Finalmente como Y7, ..., Y, son independientes, entonces Y es independientes de (Y3, ..., Y;)
y por tanto giparenY; es independiente de g, (Y5, ...,Y,) con ¢g; y g» funciones medibles. To-
mando:

1 _ .
gl(y):%y Yy g2(y27"'7yn):ZZ:2 Yi

Concluimos entonces que g (Y1) v g2 (Ya,...,Y,) son independientes, pero como:

vnX =X

1
91(3/1):—3/12%

92()/27---, ZYQ Z Xz_7)2
=1

Concluimos entonces que X y S (XZ- — 7) son independientes, lo que nos asegura la inde-

B

pendencia entre X y S?
]

Luego, como:
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Entonces: . . )
Y (Xi-X) YL (X —p)t (X —p)

o2 o2 a?

Ahora definamos las variables aleatorias:
n — 2
Zi:l (Xl - M)Q. T .— (X B u)

=\ 2
" (X, - X
Zl:l( : ) ; V.= 2 ) o2

b
o2 o a2
n

U=

Como ya vimos anteriormente se puebla que cuando las variables aleatorias son normales que
V ~ X%n) y como X ~ N <,u, %) entonces T ~ X?l)‘ Sin embargo la pregunta es ;Coémo se

distribuye U? | hasta ahora lo que sabemos es que:
U=V -T=T+U=V
Pero usando el teorema (3.2.1) sabemos ademés que U es independiente de T por lo tanto:
My (t) = Myyu(t) = My (t) My(t) (3.1)

Pero como V' ~ X%n) y T ~ X%l) entonces:

N

My(t)=(1=2t)"2:  Mp(t)=(1—-2t)"

Sustituyendo esto ultimo en (3.1) y despejando obtenemos que:

n—1

My(t) = (1—-2t) >

De donde finalmente concluimos que:

S (=X)L,

o2 ~ Xn-1

2 .
U ~ X’I’L—17 =

Con lo anterior resulta ahora facil encontrar la distribucién exacta de 62 pues:

52 = Z?:1 (Xi_yf _ o’ Z?:l (Xi_y)Q
n—1 n—1 o2

Ejercicio 3.2.3. Encontrar la densidad de 62 y obtener su esperanza y varianza

Como resumen tenemos lo siguiente, cuando X7, ..., X, es m.a. de una poblacién N (u, o?)
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entonces:

s o2 ™ Xn-1

wa( 02) S (X - X)°

Debe de quedar claro que esto solo fue posible usando propiedades de la Normalidad y el teorema
de Cochran por lo tanto lo anterior solo es es valido bajo el supuesto de normalidad.

Hemos desarrollado una muy buena teoria bajo el supuesto de normalidad , sin embargo surge
la pregunta, ;Por qué estudiamos tanto al modelo Normal 7, la respuesta es que este modelo surge

como distribuciones limites via el Teorema de Limite Central.

3.2.1. Teorema del Limite Central

Teorema 3.2.2. [Teorema del Limite Central] Sea X, ..., X, m.a. de una distribucion F, (Pue-

de ser continua o discreta), tal que, E(X) = p y Var(X) = 0% ambos finitos. Entonces:
X - 21 Xi aprow (M’ 0_2)
n

O bien, otra forma de verlo es:

De hecho el teorema concluye que:

X — 11\ nooo
Jn ( a ) =° N (0,1)
o
Algunas observaciones importantes del T.L.C

1. Es importante tener variables aleatorias independiente e idénticamente distribuidas y que

el segundo momento exista (En series de tiempo no se aplica el T.L.C)

2. No importa de que distribucion estemos muestreando, el teorema afirma que habra una

aproximacion hacia la normalidad de X

3. Una de las preguntas mas interesantes al momento de que vamos a aplicar el T.L.C es saber
que n debo tener para que afirmar que tengo ya una buena aproximacion. La respuesta a
esta pregunta no es facil y se puede encontrar por medio de simulaciones sin embargo se
muestra que el tamano de muestra necesario depende de la forma de Fx sin embargo en la

practica esta ultima distribucién es desconocida.
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En nuestra teoria de estimacién el T.L.C. Juega un papel interesante pues de hecho nos dice

lo siguiente:

Teorema 3.2.3. Sea Xi,....X,, m.a. de una poblacién Fx tal que E(X) = p y Var(X) = o2,
supongamos que queremos estimar a ji por medio de la estadistica i = X entonces, la distribucion

aproximada de nuestro estimador estd dada por:

~ apror o?
noo~ Wy, —
n

3.2.2. Estimacion Puntual

En esta seccién de nuestro trabajo nos enfocaremos a encontrar al mejor estimador para cierto
pardametro desconocido, pero surge entonces la pregunta. ;Cémo encontrar al mejor estimador?
para responder esto primero necesitamos un criterio que nos ayude a determinar cial estimador

es mejor que otro.

Definicién 3.2.6 (Error Cuadratico Medio). Sea X1, ..., X,, una m.a. de un distribucion Fx(.;0),

con 6 un parametro desconocido, supongamos que tenemos 0 un estimador de 0, definimos el Error

g (0) =((0-0))

Observe que el E.C.M mide la discrepancia cuadratica promedio que tiene nuestro estimador

cuadradtico médio de 6 como :

0 con respecto al verdadero valor del parametro 6. Es facil ver ademas que :

. . . 2
EB.C.M (0) = Var(6) + (E(8) - 0)
Donde (E (é) — 9) se le conoce como el sesgo del estimador, observe ademas también que cuando

el estimador es insesgado, entonces F£.C.M (é) = Var (é)
El E.C.M. es una medida de qué tanto nos alejamos en promedio del verdadero valor por
lo que resulta légico escoger siempre el estimador con menor E.C.M, parece entonces que si

queremos encontrar al mejor estimador para 6 necesitamos encontrar a que 6 tal que:

ECM (é) <ECM <é1> Vél estimador de 6

sin embargo lo anterior no es tan facil pues se puede probara que debido a que £.C.M (é)
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depende de # , entonces se pueden encontrar dos estimadores 0, y 0y tal que:
ECM (0)) < BC.M (6:) 510 € 0,

E.C.M (él) > E.C.M (ég) si0 €0,
Donde ©y C Oy ©; C O

Ejemplo 3.2.3. Sea Xi,..., X, m.a. de una poblacién Fx tal que E(X) = u y Var(X) = o*

finitos, supongamos que queremos estimar a p por medio de los siguientes estimadores:
=X fia = o

con g un numero conocido. Entonces:

2

N o N
ECM(n)=—  ECM (jin) = (1o — )’

Luego entonces si = pg se tiene que E.C.M () = 0 y por tanto 1o seria un mejor estimador
que fi; sin embargo si pu estd muy alejado de g tal que, (po — u)Q > "72, entonces [i; es mejor

estimador que [is.

Para solucionar este inconveniente del E.C.M. lo que se hace es restringir la biisqueda del mejor
estimador entre todos los insesgados. Recordemos ahora que si 6 es un estimador insesgado,
entonces:

ECM (é) = Var(é)
Por lo tanto, tenemos que desarrollar una teoria que nos ayude a encontrar los estimadores

insesgados de minima varianza.
Ejercicio 3.2.4. Responda los siguientes ejercicios:

1. Sea X,..., X, muestra aleatoria de tamano n de una poblacion con distribucion Fy (x)

tal que B(X;) = u y Var(X;) = 0*. Pruebe que:

= Suponga p conocida, entonces S? 1= % Yo (X — u)2 es estimador insesgado para o

» Suponga p desconocida, entonces Sz := %Z?:l (XZ- — )_()2 es un estimador sesgado

para o2

» Suponga j desconocida, S3 := ﬁ S (Xl- — X)2 es un estimador insesgado para o?
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2. Sea Xi,...,X, muestra aleatoria de tamano n de una poblacion con distribucion Fx (x)
tal que E(X;) = p y Var(X;) = o?. Sea ay...a, € R tales que Y,y = 1. Defina el

siguiente estimador para ji:
n
=Y
i=1

Pruebe que:

a) i es un estimador insesgado

b) La varianza de [i se minimiza cuando o; = % para toda i € {1,...,n}. (Este inciso
muestra entonces que X es el mejor estimador lineal). Cuando ocurre esto se dice que
el estimador es BLUE (Best Linear Unbised Estimator).

3. Sea X1, Xs, X3, Xy, X5 muestra aleatoria de tamano n =5 de una poblacion con densidad

dada por:
1 .
fx(z;:0) = 56_5; 0>0, >0

Considere las siguientes funciones de la muestra:

01 = X1+ Xo + X3+ X4 + X5

é2=X1+9X2
~ X1+ Xo+ X+ Xy + X5
0 = E
A X +4X,
br=—=F5—

Conteste lo siguiente:

Indique cuales pueden ser considerados estimadores para 6 y cuales no

Indique cuales estimadores son insesgados y cuales sesgados

Para los estimadores sesqados, calcule su sesgo.

Para los estimadores insesgados, indique cual tiene menor Error Cuadrdtico Medio y

concluya cual estimador es mejor.

4. Sea X1, Xo, X3 muestra aleatoria de tamano 3 de una poblacion con distribucion Fx (x)
tal que E(X;) = p y Var(X;) = 1. Calcular el error cuadrdtico medio para los siguientes

estimadores de ji:
(3X7 — 2Xs + X3)

6

ﬂlZXl ; ﬂzz
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Para cudles valores de i, se tiene que fis es mejor estimador que fi1 ?

5. Sea X1, ..., X, muestra aleatoria de un modelo N (u,0?) con p y o desconocidos. Sabemos

que S3 := ﬁ Yoy (Xi — )_()2 es un estimador insesgado para 0. Demuestre que:

204
n—1

Var(S3) =

Esto muestra entonces que cuando lim,, .o, Var(S2) = 0 lo cual es una propiedad interesante
del estimador pues implica que conforme la muestra tiende a infinito, la precision es cada

vez mejor.

3.2.3. Cota Inferior de Cramer Rao

Supongamos que podemos encontrar un nimero Cy tal que:
Var (é) > Cy V0 estimador insesgado de 6

Entonces Cy seria una cota inferior para la varianza de cualquier estimador insesgado de 6.
Supongamos ahora que encontramos un estimador 6* tal que Var (é*) = (y, entonces se verificaria
que:

Var (é) > (g = Var (é*) V6 estimador insesgado de 6

Entonces habriamos solucionado nuestro problema y 6* seria el mejor estimador insesgado que

podriamos encontrar. (El de menor varianza).

Definicién 3.2.7 (UMVUE). Al estimador insesgado de minima varianza se le llama UMVUE

por sus siglas en ingles Uniformly Minimum-Variance Unbiased Estimator

Resulta entonces que nuestro objetivo se centrard en encontrar estimadores que sean UM-
VUES. Una forma de atacar este problema es primero encontrar a Cy conocida como la Cota

Inferior para los estimadores insesgados de 6. Para ello definamos lo siguiente:

Definicién 3.2.8 (Verosimilitud-Muestra no Observada). Sea Xi,..., X, m.a. de un modelo
con densidad fx(x;0) y 0 un pardmetro desconocido tal que 6 € ©, definimos la funcion de

verosimilitud ¢ : © — R como:

0(0;X) = fx (X1,...,X,) = Hin (X:;0)
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Observe que como aun no observamos la muestra, entonces ¢ (0; X) sigue siendo v.a. pues
estd en funcién de variables aleatorias, cuando ya se observé la muestra y cada variable tomé ya
un valor dado X = z¢,...,X,, = x,, entonces la funcién de verosimilitud ahora si toma un valor
numérico para cada 6 € © y se vuelve completamente una funciéon real. Esta funcién la estaremos
ocupando mas adelante cuando definamos métodos de estimacién por méxima verosimilitud .

A partir de la verosimilitud definamos la funcion SCORE.

Definicién 3.2.9 (Funcién SCORE). Sea X, ..., X, m.a. de un modelo con densidad fx(x;6)
y 0 un pardmetro desconocido tal que 6 € O, definimos la funcion SCORE S : © — R como:

§(6:X) = 5 L0g (€65 X)) = Y 5 L0g (fx, (X))

En lo anterior definamos a la v.a. U; como U; = & Log (fx, (X;;60)) entonces se puede probar

bajo condiciones de regularidad que:
2. Var(U) = B(U2) = ~E (4 Log (fx, (Xi:0)))

Las condiciones de regularidad las utilizaremos mucho en la teoria de estimacién a continuacion

exponemos de que hablan estas condiciones:

Definicién 3.2.10 (Condiciones de Regularidad). Decimos que fx (.;0) cumple con las condi-

ciones de reqularidad si:
s Fs soporte de f no depende de 6.
s log f es una funcion dos veces diferenciable

» Los operadores de diferenciacion e integracion son intercambiables:

0? g [*
/ 502 (x O)da:—% —f( dm—w/ f(z;0)d

Definicién 3.2.11 (Informacién de Fisher por Unidad Muestral). Dentro del contexto anterior

definimos a Informacion de Fisher por Unidad Muestral denotada por I (0) como:

2

1(6) = Var(t) =~ s Low (£, (Xi50) )
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De lo anterior se puede concluir los siguiente:
E(S(6,X) =0  Var(S (6, X)) =nI (9)

Parentesis

Definicién 3.2.12 (Coeficiente de Correlacion). Sean X y Y dos v.a. definimos el Coeficiente

de Correlacion entre X y Y como:

_ Cov (X,Y)
pxy V/ Var(X)+/ Var(Y)

Propiedades del Coeficiente de Correlacién:

I. -1<pxy <1 = |pxy| <1

2. |pxy| = 1siy solosi X yY se relacionan de maner lineal, es decir, X = aY + b o
Y =a*X+bx (cona#0ya*#0)

Dentro de toda nuestra teoria que hemos venido desarrollando, supongamos que estamos

interesados en encontrar el coeficiente de correlacién entre 6 y S (0, X) entonces sabemos que:
Cov (é, S (9;5))

1S Posx) = - =1
\/Var (9) Var(S (6; X))

Por lo tanto:

Cov (é, S(Q;X))Q
nl ()

Cov (é, S (9;&))2 < Var (é) nl (0) = < Var(é)

Nuevamente bajo condiciones de regularidad se puede probar que:

Cov (é,S(e;g)) - % (9)
De donde concluimos que: ,
% < Var <é)

Luego entonces, si suponemos ¢ es un estimador insesgado se tendria que:

nl (6) = Var (é>
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Esto da origen a la Cota Inferior de Cramer-Rao.

Definicién 3.2.13 (Cota Inferior de Cramer-Rao). Sea X7, ..., X,, m.a. de un modelo con densi-
dad fx(z;0) y 0 un pardmetro desconocido tal que 6 € O, definimos cota inferior de Cramer-Rao

para lo estimadores insesgados de 6 como:

CICR () = L < Var(é)

Donde 6 es un estimador insesgado arbitrario

Debe quedar claro encones que si encontramos un estimador insesgado 6* tal que Var (é*) =

CICR(0), entonces 0% es UMVUE, es decir, es el mejor estimador insesgado que podemos en-

contrar.

Ejemplo 3.2.4. Sea X;,..., X, m.a. de un modelo Bernoulli de pardmetro 6 € (0,1). Entonces
sabemos que fx, (r;;0) = 6% (1 — )"~ 110} (%), por lo que:

1(9) = —E(%Log (fx, (Xi;H))) = ﬁ

Por lo tanto, para este modelo:
0(1—0)

CICR(0) = ——

Lo que concluye que cualquier estimador insesgado de 6, digamos 0 es tal que:

Var(é) > M

n

No es dificil probar con esto entonces que:

n
Es un UMVUE para 0 en el modelo Bernoulli()
Ejercicio 3.2.5. Resuelva lo siguiente:
1. Sea X4,...,X, m.a. de una poblacion con densidad dada por:
2 1 —tya? 2
[x(@;07) = e 22" 07 >0

V2mo?
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a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para esta familia y verifique que:

20*

C[OR(O’Q) = T

2

b) Defina un estimador de o como 6% = %Z?:l X? y demuestre que este estimador es

insesgado

c) ¢El estimador definido en el inciso anterior es UMVUE?

2. Sea Xyq,...,X, m.a. de una poblacion con densidad poisson de parametro \.
ATy
]P’(X:x):—'e re€{0,1,2,...}
x!

a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para esta familia y verifique que:
A
CICR(\) = -

b) Defina el estimador A= %ZLI X;, pruebe que el estimador es insesgado

c) Calcule la Var(ﬂ). El estimador X\ es UMVUE?

3. Sea X1,...,X, m.a. de una poblacion con densidad Normal de pardmetros u, o2 (ambos

desconocidos).

a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para los estimadores de o2. Verifique que:

20*

CICR(0%) = —

2

b) Defina un estimador de o como 6% = Yoy (XZ- —7)2 y demuestre que este

L
n—1
estimador es insesgado

c) El estimador definido en el inciso anterior es UMVUE?.
Si nuestro objetivo es encontrar estimadores UMVUES para 6, surge de manera natural
encontrar un método que nos ayude a encontrar dichos estimadores. Una forma de contrae UM-

VUES es por medio de la funcion SCORE, pues recordemos que para que la CICR sea alcanzada

por la varianza de un estimador requerimos que:

)Pésw;@‘ =1
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Es decir, necesita haber una relacién lineal entre el estimador insesgado 6 y la funcion SCORE

S (0; X) de la forma:
0=aS0:;X)+b o SO:;X)=ab+b

Con a y b constantes reales.

Por ejemplo, en el modelo Bernoulli(f)) se tiene que:

Luego entonces si definimos a = i Y b= o0p) obtendriamos que:

S(:;X)=aX +b
y como X es un estimador insesgado para 6, se sigue que 6 =X es UMVUE.

Ejercicio 3.2.6. Resuelva lo siguiente:

1. Considere X4, ..., X, m.a. del modelo poisson de pardmetro \:
AT
fX(x):P(X:x):ge ze€{0,1,...,n}

a) Encuentre la funcion SCORE S(Xi,..., X;A) =S (X;A)

b) Encuentre con base en la prequnta anterior un estimador insesgado para A\ que sea

UMVUE

2

2. Considere X1, ..., X, m.a. del modelo Normal con varianza - conocida y p desconocida

1 _(e-p)?

fix (@) = e

a) Encuentre la funcion SCORE S(Xq, ..., Xu;pn) =S (X; 1)

b) Encuentre con base en la prequnta anterior un estimador insesgado para p que sea

UMVUE

Muchas veces los estimadores insesgados que encontremos para cierto parametro no logragran
alcanzar la CICR, por lo que es necesario cauntificar que tan lejos estamos de la cota, para ello

se define la eficiencia de un estimador como sigue:
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Definicién 3.2.14 (Eficiencia de un estimador). Sea 6 un estimador insesgado para 0, definimos

la eficiencia de 6 como el numero:

eff() CICR(0)

Var(é)
) -

Notamos entonces que ef f (é) < lyessieff ( 1 entonces § es UMVUE pero no
al revés. Es decir, se puede demostrar que existen estimadores que son insesgados de minima

varianza pero que no alcanzaran la CICR.

Definicién 3.2.15 (Eficiencia Relativa). Sean 61,0, dos estimadores insesgados para 0. Defini-

Var<é2>
Var<é1>

Notamos entonces que ef f.relativa <é1,é2> < 1 cuando 6, es mas eficiente que 6, y que

mos la eficiencia relativa entre 61y 05 como:

ef f.relativa (éh é2> —

ef frelativa (él, ég) > 1 cuando 6; es mas eficiente que 8, mientras que ef f.relativa (él, ég) =1
si y solamente si 0, es igual de eficiente que 0.

Muchas veces las varianzas de algunos estimadores no alcanzaran la CICR sin embargo con-
forme la muestra va creciendo dicha cota se puede ir alcanzando, cuando eso ocurre decimos que

nuestro estimador es asintéticamente eficiente.
Definicién 3.2.16 (Asintéticamente eficiente). Sea 6 un estimador insesgado para 0, decimos
que 0 es asintoticamente eficiente si:

CICR (0)

lim —————= =

nee Var(é)

Un comportamiento deseable de un estimador es que conforme vayamos obteniendo mas
informacién (aumentado el tamano de muestra) dicho estimador tenga mejores propiedades al

momento de estimar, esta idea se resume en la propiedad de consistencia de un estimador.
Definicién 3.2.17 (Estimador Consistente). Sea X7, ..., X, m.a. de un fendmeno aleatorio con
distribucion Fx (x;0) y 6 un pardmetro desconocido. Denotemos por 0, al estimador generado
por la muestra de tamano n. Decimos que 0, es consistente si¥ &> 0 :

l{m IP’( )

n—oo

<5):1
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o equivalentemente, utilizando complementos:

lim IP’(

n—o0

én—Q‘ 25)20

Demostrar la consistencia de un estimador es muy complicado, pues requiere demostrar la
convergencia en probabilidad del estimador hacia el parametro desconocido, sin embargo gracias

a la desigualdad de T'chebychef f podemos encontrar una alternativa a esto.

Teorema 3.2.4 (Desigualdad de Tchebycheff). Sea X una v.a. tal que E(|X|*) < oo entonces:

x> o) < PUXTH)

Luego entonces gracias a esta desigualad utilizando k£ = 2 y suponiendo que E(’é 2) < o0

podemos afirmar que si:

lim Var <9n) =0

n—oo
Entonces 6,, es consistente, sin embargo el hecho de que lim,,_,., Var <6n> > (0 no implicara que
el estimador no sea consistente en cuyo caso tendriamos que ir directamente a la definicién de

consistencia del estimador para poder concluir.

Ejemplo 3.2.5. Sea Xi,..., X, m.a. de un poblacion N (u,c?) (Ambos pardmetros desconoci-

dos). Y definamos el estimador para o® como:

n —\ 2
52 = Zi:l (Xi_X)
n—1

—1) ~
Entonces recordando que @U

[ea

2 2 . .
~ X{n-1)s 5€ puede demostrar que el estimador es insesgado, es

decir que: E(6%) = o2. Por otro lado:

4 -1 2 4
Var(&2) -7 Var<—<n )572> - 7

(n—1)2 o2 n—1
Veamos si el estimador es eficiente, para ello calculemos la CICR para estimadores de o

4
CICR (%) = 2

Luego entonces:

204
R = —1 1
eff (0 =g = - =1 <1
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2

Por lo tanto bajo la defincion de eficiencia, 67, no es eficiente, sin embargo se puede probar (mas

adelante) que si es UMVUE. Por otro lado vemos que:
T 2
i CIERD)

n—oo  Var(a?)

Por lo tanto 62 es asintéticamente eficiente. Supongamos ahora que definimos dos estimadores
insesgados para o?:
2 Z?:l (Xi_X) A2 (XI—X2)
n—1 2

Se puede verificar rapidamente que ambos son estimadores insesgados, ahora calculemos su efi-

ciencia relativa. Var(62) 204
PSP ar(6 o
ef f.relativa (Uf,ag) = —= 22 = 201

o1 n—1

Por lo tanto ef f.relativa (63,63) > 1 sin > 2 por lo que 63 serd mas eficiente que 63 y son

=n—1

igual de eficientes solo cuando n =1
Ejercicio 3.2.7. Resuelva lo siguiente:

1. Considere X4, ..., X, m.a. del modelo con funcion de densidad dada por:
e o x>0

Se definen dos estimadores para 0:

~ n Xl ~ X1+(n—1)X2
6= 4, =
1 ; n 2 n

Verifigue que ambos estimadores son insesgados y calcule lo siguiente :

a) eﬁ(éﬁ
b) eff(0s)
c) eff.rel(6y,6,)
d) ;Es 0, consistente? (Justifique su Respuesta)
¢) ;Es 0, consistente? (Justifique su Respuesta)
A partir de este momento, desarrollaremos la teoria suficiente para generar UMVUES por

medio de un método al que llamaremos Rao-Blackwell, para ellos introduciremos el concepto de

suficiencia.
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Definicién 3.2.18 (Estadistica Suficiente). Sea Xi,...,X,, m.a. de poblacion con funcién de
distribucion Fx (x;0), con 8 un vector de pardmetros desconocidos. Sea T (Xy,...,X,) una es-

tadistica. Decimos que T es suficiente para 8 si la densidad condicional conjunta:
fX‘T (I‘l, . ,l‘n|T (.flfl, Ce ,I’n) = t)

No depende de 6
Observacion importante: T es una funcion de la muestra que no necesariamente es una funcion

real, puede ser una funcion vectorial

Conceptualmente nos dice que una vez que sabemos el valor que tomo el estadistico T,

entonces ya tenemos toda la informacién necesaria para estimar a 6.

Ejercicio 3.2.8. Probar con la definicion anterior que si X1, Xo, X3 es una m.a. de una poblacion

Bernoulli (6), entonces:
3

T<X17X27X3) = ZXl

=1

Es una estadistica suficiente para 0

Teorema 3.2.5 (Principio de Suficiencia). Supongamos que tenemos dos muestras aleatorias
independientes X = (X1,...,X,) v Y = (Y1,...,Y,) tal que:

rX)=1)

Con T una estadistica suficiente, entonces, con ambas muestras debo de llegar a la misma con-

clusion al momento de inferir

Demostrar que una estadistica es suficiente no es facil pues requiere el calculo de densidades
condicionales que involucran conocer la densidad del estadistico, afortunadamente contamos con

el siguiente teorema que nos permite saber si una estadistica es suficiente o no.

Teorema 3.2.6 (Teorema de Factorizacion de Neyman Pearson). Sea X = Xi,..., X, m.a. de
una poblacion con densidad fx(x;0) y sea T (x1,...,x,) un estadistico.
T (Xy,...,X,) es suficiente para 0 si y solo si existen h y g funciones positivas tales que:

(O my,. . mn) = fx (21, @03 0) = g(t (21, @) ;) W(@, - - 200)

Demostracion. La prueba se basa en el hecho de que al ser T' funcion de X, entonces la densidad
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conjunta de (X, 7T) cumple con lo siguiente:
ng (%t; 9) = f& (&; Q) H{T(g):t} (3-2)

=

Supongamos que T es suficiente y demostremos que:

fxy, . .,xn;0) = fx (2;0) = g(t (21, ..., 2,);0)h(xq, . ..

, Tn)

Consideremos fx (x;0) y definamos t = T'(z), entonces por (3.2) tenemos que:

fx(@0) = fx(2;0) Virw=n = fxr(z,t;0)
= fxr(zlt;0) fr (t;0)

Como T es suficiente se sigue que fx|r (z|t;§) no depende de § mientras que fr (¢;6) si depende

de 6 y solo depende de z a través de T', entonces haciendo:

h(zy,...,2n) = h(z)= fxr(z[t;0)
g(t:0) = fr(t:0)

Concluimos entonces que:

fxy, ... zn;0) = fx (x;0) = gt (x1,...,2,);0)h(xq, . ..

=

Supongamos que f (z1,...,2,;0) = fx (x;0) = g(t (x1,...,2,);0)h(xy, ...

que T es suficiente.

Consideremos la densidad de T

fr(t;0) = fxr (z,t,0) dz

n

Ix (23 0) 1yp(@)—ydx

n

g(t; 0)h(z) 1 r(w)—ndx

1
——

= g(t;Q)/ h(z) 1=y dz

, Tn)

, Tp,) y demostraremos
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La segunda igualdad se debe a (3.2), la tercera por la hipdtesis que tenemos mientras que la
cuarta igualdad se debe a que integramos respecto de z.

Finalmente para probar que T es suficiente debemos verificar que fxr (z|t; ) no depende de 6,

veamos:
Ixr (z,t;0)
t;0) = —=———
fK|T (&' a_) fT (t; Q)
t 9 fR" ]l{T t}dx
_ 9GO =y
t (9 fR" ]l{T t}dl‘
_ h( 2)Lir@)—1
Jrn M@) L r @)=y dz
Lo que demuestra que fx|r no depende de ¢ por lo tanto T es suficiente. n

Observe que segun el teorema, en la factorizacién que estamos haciendo de la verosimilitud, la
funcion g si puede depender de 8 y solo depende de la muestra a través del estadistico mientras
que h es una funcién que depende de la muestra pero que no puede depender de pardmetros

desconocidos.

Ejemplo 3.2.6. Sea Xi,...,X,, m.a. de una poblacion Bernoulli (0) entonces:
0y, ..., x,) = 2= (1 — 9)"72?:1“ ﬁ Loy ()
Definamos entonces a g : R — R como
g(t;0) = 6" (1 —0)"""

yah:R"— R como
(o, wn) = [ [ Loy ()
=1

entonces queda claro que:

g(e;wla"wxn) —9 (que) h(xlv"wxn)
i=1

De donde concluimos que T (Xi, ..., X,) = > i X; es una estadistica suficiente para 0
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Analicemos otro ejemplo:

Ejemplo 3.2.7. Sea X1,...,X, m.a. de una poblacion Gamma («, B) y supongamos o conocido

entonces

C(Byxe,. . x,) = b 28 e P (0 00y () = b se P =T 28 (0,00 ()
T () I' ()
i=1 =1

Definamos entonces a g : R — R como

yah:R"—= R como

entonces queda claro que:

((Biar,... 20) =g (Zxaﬁ) Bz, 2)
=1

De donde concluimos que T (Xi, ..., X,) = > i X; es una estadistica suficiente para (8
Ejercicio 3.2.9. Resuelva lo siguiente:

1. Considere una m.a. de tamano n. Para cada una de las siguientes distribuciones encuentre

un estadistico suficiente para el parametro

= Bernoulli ()

» Binomiali (k,0), k conocida
= Poisson (0)

» Geometrica (0)

= Ezponencial (6)

» Gamma (k,8), k conocida
» BinNeg (k,0), k conocida
= Normal (u1,0%), u conocida
= Normal (0

,02), 0 conocida

» Beta (a,0), a conocida
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= Beta (0,b), b conocida

= Pareto (0,b), b conocida

Una observacién interesante es que gracias al teorema de factorizacion, se puede ver que cual-
quier transformacion biyectiva de un estadistico suficiente, es también un estadistico suficiente,
en efecto pues consideremos 7} suficiente y Ty = f (17) tal que f es biyectiva, entonces podemos
escribir Ty = f~1 (T). Queremos probar que T también es suficiente, esto dltimo lo verificamos

gracias al teorema de factorizacién como:

C(0;xq,...,x,) = g(T1;0)h(xy,...,x,)
= g(f_l(Tg);H)h(xl,...,xn)
= 01 (T279>h($1,,$n)

Donde g; = go f~1, por lo que se concluye que T, también es suficiente.

Ejemplo 3.2.8. En unos de los ejemplos anteriores probamos que T = >""" | X; es una estadistica

suficiente para 6 en el modelo Bernoulli () , luego entonces dado que la funcion fi(t) = L es

biyectiva se sigue que:

TQ(XlaaXn):fl(T):%ZY

También es una estadistica suficiente
Ejercicio 3.2.10. Sea Xi,..., X, m.a. de una poblacién con densidad fx (x;0) defina la esta-

ditica:
T(X1,...,.X,) =(Xq,...,X,)

Prueba que T es suficiente.
Veamos como funciona el teorema de factorizacén con dos pardametros desconocidos.
Ejemplo 3.2.9. Supongamos que tenemos X1, ..., X, m.a. de N (1, 0?), mostrar que
n n
re (S 3w)
i=1 i=1

es una estadistica suficiente para estimar a pu y a o*. (Obs: cuando ocurre esto se dice que
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Ty=>Y1" X, yTy:=>" X? son estadisticas conjuntamente suficientes)

1 " 1 n 2
l (,u oy, ... xn) = ( e*p(zizl(wru) )
A 2102

= (2%02) —2 e_ﬁ (Z?:I 2230 x¢+u2)

Lluego entonces, definiendo g : R? — R y h: R® — R como:
g (tr, t; p, 0%) = (27‘72)_% ¢~ o7 (tem2utini) ;o h(i, ) =1

Se tendria que Ty =Y ¢ X; y Ty = >0 | X7 son estadisticas conjuntamente suficientes para p

y o’

Ejercicio: Demostrar que también 7} = X y T, = S? = %Zﬁd (XZ» —7)2 son también

(2

estadisticas conjuntamente suficientes para u y o

Ejercicio 3.2.11. Resuelva lo siguiente:

1. Sea Xy,..., X, una m.a. del modelo Gamma («, ), demuestre que:
T (X1, Xo, . Xo) = [[X0 B(X0Xa, o X)) =) X,
i=1 i=1

Son estadisticas conjuntamente suficientes para (a, 3)

Resulta entonces que podemos encontrar muchas estadisticas suficientes, por ejemplo en el
caso Bernoulli(f) se tiene que tanto Ty = Y | X; como Ty = (X1,...,X,,) son ambas estadisti-
cas suficientes para . ;Cual sera mejor? ;Cual resumen mas la informaciéon? Observemos que
T es funcién de T, y que ademdas T resume mejor la informacion, nuestro objetivo es tener
estadisticas suficientes que resuman de la mejor manera posible la informacién contenida en la
muestra. A la estadistica suficiente que mejor resume la informacién le llamamos estadistica

suficiente minimal.

Definicién 3.2.19 (Estadistico Suficiente minimal ). Dadas dos estadisticas suficientes Ty y Ty se
dird que Ty es igual o mas resumido que Ty si existe una funcion g (no necesariamente biyectiva)
tal que Ty = g(Ty); En este caso conociendo Ty se puede conocer Ty, pero no necesariamente al

revés, es decir, el conocimiento de T implica necesariamente el conocimiento de T,. Finalmente,
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st un estadistico suficiente T} es mds resumido que cualquier otro, se dice que T} es un estadistico

suficiente minimal. Formalmente, T} es un estadistico suficiente minimal si pasa lo siguiente:
» T es suficiente

w 51 Ty es cualquier otra estadistica suficiente, entonces existe una funcion g tal que Ty =
9(T>)

Encontrar estadisticas sucientes minimales usando la defincién no es facil, afortunadamente

contamos con el siguiente teorema:

Teorema 3.2.7 (Método para encontrar estadisticas suficientes minimales). Sea fx (z;0) una

funcion de densidad, supongamos que tenemos T\ una estadistica

Si para cualquiera dos muestras r = (T1,...,%,), Y Yy = (Y1, -, Yn), la razén de verosi-
militudes % es constante para 0 si y solo si Ty (z) = T1 (y), entonces Ty (x) es suficiente
mainimal.

Apliquemos este teorema al siguiente ejemplo, supongamos que tenemos x = (x1,...,T,)
Yy = (¥,---¥n), ma. del modelo Bernoulli(f). Desarrolando el cociente de verosimilitudes
tenemos:

fX (g; 9) 92?:1 Zi (1 _ g)n*ZLl z;

Ix (g; 9) 621w (1 — 9)”*2?:1 Yi
== 92?:1 miiz?:l Yi (1 _ ‘9)”_2?:1 xi_n+2?:1 Yi

— pPimi T Y (1— 9)2?:1 Yi—2 =1 T

Si queremos que el cociente de verosimilitudes no dependa de 6, necesitamos que Y . | z; =

n e s n _ . ..
> 1 v luego entonces, es claro que: Tf = > " | X; es una estadistica suficiente minimal para 6.

3.2.4. Familia Exponencial de un Parametro

Dentro de las distribuciones que conocemos existe una clase que es muy utilizada en estadistica

y que tiene propiedades interesantes a la que denominamos familia exponencial

Definicién 3.2.20 (Familia exponencial Uniparamétrica). Sea f una funcién de densidad, de-

cimos que fx (x;0) pertenece a la familia exponencial uniparamétrica si:

fx (2;0) = a(0)b(z) @™ reR
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Donde, a(0),c(0) son funciones reales de 0 y no depende de x, mientras que b(x),d(x) son fun-

ciones reales de x que no dependen de 0.

Verifiquemos por ejemplo que el modelo Bernoulli pertenece a la familia exponencial.

fx(w:0) = 6" (1—0)"" 1y (z)
_ eln(er(l—e)FZ)n{o,l}

exln(G)Jr(lfm)ln(lfO) 1 0.1

emln(9)+ln(176) —zln(1-0) 1 0.1)

exln(%) (1 - 9) ]1{0,1}
Definiendo:
((0)=(1=0) b = Lpn @) cO)=tn (25 ) i )=

Obtenemos que:
fx (230) = a(0)b (z) V4@

Por lo tanto la densidad Bernoulli pertenece a la familia exponencial.

Ejercicio 3.2.12. Demuestre que:

1. El modelo Poisson(\) pertenece a la familia exponencial. (Identifique adecuadamente quien
s a(A), c(), b(x), d(z))

JCX(I)IIP’(XIx):i—eA re{0,1,2,...,}

2. El modelo Binomial(k,p) pertenece a la familia exponencial, suponga para ello que el

pardmetro k es conocido. (Identifique adecuadamente quien es a(p),c(p), b(x),d(z))

fX(x):IP’(X:x):(l;)px(l—p)k_x re{0,1,2,... k} p € (0,1)

3. El modelo Exponecial (\) pertenece a la familia exponencial. (Identifique adecuadamente
quien es a(A), c(N),b(z),d(x))

fx(x) =X € (0,00)



Capitulo 3. Inferencia Estadistica 71

4. El modelo Geometrico(p) pertenece a la familia exponencial. (Identifique adecuadamente

quien es a(p), c(p), b(x),d(z))

fX(x):IP(X:x):(l—p)x_lp rxe{l,2,3,...}

2

5. El modelo Normal (u,0?) pertenece a la familia exponencial. Suponga o conocida. (Iden-

tifique adecuadamente quien es a(p), c(p),b(x),d(x))

1
fx (z) = e w2 L e R

\V2mo?

6. El modelo Gamma («, B) pertenece a la familia exponencial. Suponga o conocida. (Identi-

fique adecuadamente quien es a(f),c(B),b(z),d(x))

fx(x):= %xa_le_ﬂx; x € (0,00)

La familia exponencial tiene la siguiente propiedad.

Teorema 3.2.8 (Estadistica Suficiente Minimal para la Familia Exponencial). En la familia

exponencial uniparameétrica, la estadistica:
T(Xy,... . X,) =) d(X)
i=1

es una estadistica suficiente minimal.

Demostracion. Haciendo el cociente de verosimilitudes obtenemos que:

fx @0) (@) [y b(x;) e® Ein @)
fx (y;0) a(0)" T, b (y;) ee® Xia dl
Mec(a) (Z:-LII d(z:) =7 d(yi))

H?:1 b (i)

Para que esto no depende de 6 necesitamos que

?:1 Yi)

Zd(%) = Zd(yi)

i=1

Se sigue por el teorema (3.2.7) que Y, d (x;) es una estadistica suficiente minimal. O
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3.2.5. Familia Exponencial varios parametros

Ahora veremos la generalizacién de la familia exponencial cuando tenemos un vector de

parametros.

Definicién 3.2.21 (Familia exponencial). Sea f una funcion de densidad, decimos que fx (z;0)
con 0 := (by,...,0;) un vector de parametros, pertenece a la familia exponencial si la densidad

puede expresarse como:
fx (@:0) = a(0)b(z) @4 2 eR

Donde:

a(f) es una funcién de R* a R que solo depende de o constantes conocidas

» b(z) es una funcion de R a R que solo depende de x o de constantes conocidas

m c(@) = (ci(0),...,cm (8)) es una funcién vectorial de R* a R™ que solo depende de 6 o

constantes conocidas

» d(z) = (di(2),...,dn (x)) es una funcion vectorial de R a R™ que solo depende de x o de

constantes conocidas

w ¢(0)-d(z) debe considerarse como producto punto, y por tanto:

c(0)-d(x) =) ¢;(0)d;(x)

j=1
Por lo tanto la densidad se puede expresar como:

x (2;0) =a(0)b(x e2j=1 ¢ (@)d;(x) reR
fx (@:0) = a(

Cuando m = k se dice que la densidad exponencial es no singular mientras que cuando m # k

se dice que la densidad es singular

Teorema 3.2.9 (Estadistica Suficiente en la familia exponecial). En la familia de densidades

exponencial la estadistica
T=> d(X;)
i=1

es conjuntamente suficiente para 6
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Demostracion. Utilizando el teorema de factorizacion (3.2.6) tenemos que:

n

fX (‘rlv «o 3 Tn; Q) =a (Q)n H b (xz) GQ(Q)'Zlnzl d(z:)

=1

Por lo tanto definiendo las funciones:

g (Z d (z;) aQ) = a (Q)" ec(@)-2252, d(w:)
i=1

h(xy,...,z,) = Hb(%)

Por lo que aplicando el teorema (3.2.6) concluimos que en efecto T =" | d (X;) es suficiente o

conjuntamente suficiente para ¢ m

Otra propiedad importante es que en esta familia que la estadistica T = > d(X;) es

i=1 ¢

también suficiente minimal bajo ciertas condiciones.

Teorema 3.2.10 (Estadistica Suficiente Minimal en la familia exponecial). En la familia de

densidades exponencial la estadistica

-y d(x)

es conjuntamente suficiente minimal para 0 siempre y cuando se garantice que la funcion c ()
sea tal que la siguiente ecuacion no dependa de § siy solo si Y d(x;) =Y, d(y;), para todo
0

c()- (Zd(:ci) — Zd(yﬁ)

Demostracion. Se deja como ejercicio la demostracién haciendo uso de (3.2.7) O

Ejemplo 3.2.10. Encuentra una estadistica suficiente minimal en el modelo Normal con ambos

pardmetros desconocidos: 0 = (i, 0?)

fx (wip,0%) = - (—2%2 (z — M)Q)
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Primero veamos que la densidad pertenece a la familia exponencial.

1 1 1 1
frmmo?) = A emp (b + L L
Voro? 202 202 202
1

n
S
—
D
~—
—~
kS
~—
I
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B
Q
[V
i~
|
o
i
[
=
[N
~—

Enonces fx (x; p,0?) pertenece a la familia exponencial. Por lo que una estadistica suficiente es:

T= id()@) = (ZXQZX>

Para verificar que la estadistica es suficiente minimal tenemos que ver que la ecuacion no dependa

de (i, 0%) siy solo si 3 d(xi) = 320, d (vi)

(Zd ;) =y d( ») (3.3)

i=1
Es fdcil ver que cuando Y d(x;) = Y -, d(y;) implica que la ecuacion (3.3) no depende de
0, lo que realmente hay que probar es que si (3.3) no depende de los pardmetros implica que

Sor i d(x) =0, d(yi). Supongamos entonces que (3.3) no depende de (u1,0?), entonces:

( 02’202) (Zd% Zdyz>—h (z,9)

Lo anterior debe de ser valido para cualquier 1 y o.Primero probaremos que h (L g) =0, para

ello supongamos sin perdida de generalidad dos pares de posibles valores para los pardmetros:
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<_%,o> : (ic_i(xi) —id(%)) = h(zy)

De estas dos ecuaciones se tiene entonces que:

%h(w) =h(z,y) = h(z,y) =0

Entonces tenemos que

(_ 202’ 202) (;d z;) Z::d y@) -0

La dltima ecuaciéon es vdlida para todo u,o?, dado que los puntos en R? que cumplen con la

ecuacion (—ﬁ, #) no estdn sobre una recta, entonces se concluye que necesariamente que:

(Zd(%) - Zd(%)) =0= Zgl(xl) = Zd(yz)

De donde se concluye que:

T= ando@) = (ZXQZX>

Es suficiente miniminal.
Ejercicio 3.2.13. Resuleva lo siguiente:
» Encuentre una estadistica suficiente minimal para el modelo Gamma («, 3) con ambos
parametros desconocidos
» Encuentre una estadistica suficiente minimal para el modelo Beta («, ) con ambos pardme-
tros desconocidos

Ya sabemos como encontrar estadisticas suficientes que resumen mejor la informaciéon para
estimar al parametro desconocido, pero ;Para qué nos sirve?. El siguiente teorema nos dice como

podemos utilizar una estadistica suficiente minima.
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Teorema 3.2.11 (Rao-Blackwell). Sea una poblacidn con funcién de densidad fx (2;0) y 0 un

estimador insesgado para 0 y Ty un estadistico suficiente, entonces la estadistica g (T1) dada por:
g(T1) = ]E(é ‘T1>
Cumple con:
= Fs un estadistico funcion de la estadistica suficiente
» g(T) es un estimador insesgado (E(g (1)) =06)
w Var(g(Th)) < Var(é)

Es decir, el teorema nos dice que un estimador insesgado puede ser mejorado calculando la
esperanza condicional del estimador # con respecto a un estadistico suficiente. Continuando con

la teoria del teorema de Rao-Blackwell tenemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.11. Sea X;,..., X, m.a. del modelo Bernoulli (). Sabemos que 6 = X, es un
estimador insesgado y ya sabemos que Ty = Y . | X; es una estadistica suficiente. Entonces

segun el Teorema 3.2.11 sabemos que:

g(T)) :E(é ’T1>

es un mejor estimador pues el teorema afirma dos cosas, primero que g(T1) es insesgado y luego
que g(T1) tiene menor varianza. Calculemos entonces g(Ty):
n
> x -]

i=1 =1 =1

]P)(Xl :1,2?:1)(1‘:16) B P(Xlzl,ZZn:QXZ:U—]_) _ ]P)(Xl :1)P(Z?:2XZ:U—1)

PO, Xi=u) P (3o Xi=u) P> Xi=u)
0G0 (D) _w
(o« (1—o" B GRE

Por lo tanto g(u) = % por lo tanto g (T1) = £ de donde concluimos que el estimador

n n

Ty _ Z?:l Xi - X

es mejor estimador que X de hecho se probo que es UMV UE.
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La idea entonces fue muy simple, dar un estimador insesgado inicial 6 =X, y luego obtener
la esperanza condicional de este estimador con respecto a una estadistica suficiente. Lo que nos
conviene siempre es condicionar respecto a una estadistica suficiente minimal, lamentablemente
condicionar respecto a la suficiente minimal no necesariamente genera al estimador UMVUE
(de minima varianza). Para que el teorema de Rao-Blackwell genere al UMVUE requerimos el

concepto de completes.

Definicién 3.2.22 (Familia de Densidades Completa). La familia de densidades { fx (z;6);0 € ©}

se dice que es una familia completa si para todo 6 € © si tiene lo siguiente:
E(Z(X)=0 = PZX)=0=1

Para Z una funcion real.

Luego entonces, para demostrar que una familia es completa debemos verificar que siE(Z (X)) =

0 (para todo 6) esto implica que la funcién Z es idénticamente cero. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.2.12. Probaremos que la familia de densidades binomial es completa:

{fe@o=(Dera-orioe o)}

Tomemos entonces un 0 € (0,1) arbitrario y Z cualquier funcion, por hipdtesis vamos a suponer
que la funcion Z es tal que: E(Z (X)) = 0, queremos probar entonces que Z (X) = 0. Sabemos

entonces que:

B(Z(X) = Y20) (”) 09 (1— 0)" =0

=1 J
- 570 (0) (%) 0o

Como (1 —6) > 0 conclumos que por hipdtesis se tiene que:

>20)(}) (%) =¢

Definamos o = %, luego como 0 € (0,1) se tiene que o € (0,00), se sigue entonces que:

Z (0) (g‘) ()’ +Z (1) (T) (@) +---+ Z(n) (“) ()" =0
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Definamos al polinomio P(«) de grado n como:

Pla) =20 (g} @+ 20 (}) @'+ 4200 () @

Sin embargo sabemos que P(a) = 0 para todo oo > 0 luego entonces este polinomio tiene mas de
n raices por lo tanto, la unica opcion que queda es que P(«) sea el polinomio 0 es decir, es un

polinomio tal que todos sus coeficientes son 0, se sigue entonces que:

Z (j) (Z) —0 V je{01l,...=n}
Como (’;) > 0, se concluye que Z es una funcion tal que Z (j) = 0 con j € {0,1,...,n}, luego

como X es una v.a. Binomial se sigue que:

Lo que demuestra la completitud de la familia binomial.

Definicién 3.2.23 (Estadistica Completa). Sea X1, ..., X,, m.a. de una poblacion con funcion
de denisidad fx (z;0) yT1 (X4,...,X,) una estadistica. Decimos que Ty es completa para 0 si la
familia dada por { fr, (t;0);0 € O} es completa

Demostrar que una estadistica es completa se reduce a probar que la familia de densidades
asociadas al estadistico es completa, sabemos por ejemplo ya que la familia binomial es completa,
luego entonces, si tenemos X7,. .., X, m.a. de Benulli () se sigue que 71 = . | X; tiene una
distribucién binomial, luego entonces T} seria una estadistica completa.

Necesitamos estadisticas completas por lo siguiente:

Teorema 3.2.12 (Teorema de Lehmann Scheffé (Version 1)). Sea Xi,..., X, m.a. de fx (x;0)

y sea T una estadistica suficiente y completa y 6 cualquier estimador insesgado para 6. Entonces

r)

el estimador funcion de T, denotado por:

A

9(Th) = E(Q

es UMVUE!!!

Teorema 3.2.13 (Teorema de Lehmann Scheffé (Version 2)). Sea Xi,..., X, m.a. de fx (x;0)
y sea Ty una estadistica suficiente y completa , supongamos que existe una funcion g tal que el

estimador 0* = g (T)) es insesgado, entonces 0* es el UMVUE
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Por ejemplo, ya sabemos que cuando tenemos X7, ..., X,, m.a. Bernoulli () entonces T; =

i

n
>, Xi es una estadistica completa, ademds sabemos que =1—= es insesgado por lo tanto se

concluye mediante el Teorema de Lehmann Scheffé que g% = # es UMVUE.
Toda esta teoria nos ha llevado a concluir que pare encontrar UMV UE'S requerimos encon-
trar estadisticas completas, desafortunadamente encontrar estadisticas completas no es facil. Sin

embargo en la familia exponencial tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.14 (Completitud en la Familia Exponencial). En la famillia exponecial:
fx (w30) = a(0)b(z)e @)

. 3 . n . . .
se tiene que la estadistica Th =), d(x;) es completa y suficiente minimal para 6.
Veamos unos ejemplos de como aplicar esto en los modelos mas comunes:

Ejemplo 3.2.13. Sea X, ... X, m.a. del modelo Poisson (), buscamos en estimador UMVUE

para X. Primero verificaremos que el modelo poisson pertenece a la familia exponecial.

AT
fx (z;A) = ae A
1 1
_ ef)\+xln()\) — efkeln()\)
z! z!

Por lo tanto definimos a(\) = e™;b(z) = L;¢(X) = In(X);d(z) = z, luego entonces, sabemos
que > d(X;) = >" | X es una estadistica suficiente y completa para X, por lo tanto si en-
contramos una funion de Y. X; que sea insesgada para A habremos encontrado el UMVUE.
Como E(X;) = X\ se concluye entonces que A=X = % es un estimador insesgado funcion

de una estadistica completa y suficiente por lo tanto X=X es UMVUE.
Ejercicio 3.2.14. Responda lo siguiente:
1. Encuentra una estadistica suficiente y completa para A del modelo Poisson(\)

2. Encuentra una estadistica suficiente y completa para p del modelo Binomial(k,p) Suponga

k conocida
3. Encuentra una estadistica suficiente y completa para A del modelo Exponencial(\)
4. Encuentra una estadistica suficiente y completa para p del modelo Geometrico(p)

5. Encuentra una estadistica suficiente y completa para p del modelo Normal(u, 0?). Suponga

a2 conocida
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6. Encuentra una estadistica suficiente y completa para B del modelo Gamma(a, 3). Suponga

o conocida

Ahora veremos un ejemplo muy interesante donde se encuentra el UMVUE directamente

haciendo el calculo de la esparanza condicional.

Ejemplo 3.2.14. Imaginemos que en el modelo Poisson estamos interesados no por estimar a
A sino por una funcion, por ejemplo P(X = 0) = e~*. Una forma muy comiin en estadistica de
llevar a cabo esto es utilizar el método del plug-in el cual consiste en estimar a \ en este caso
seria a través de A = X y luego enchufar este estimador en la cantidad que queremos estimar y

definir el estimador para P (X = 0) = e™* como:

Este sin duda seria un estimador, sin embargo una pregunta interesante es ver si este estimador
es UMV UE, la respuesta desafortunadamente es que el estimador no es ni siquiera insesgado.

Esto se prueba facilmente recordando que Y | X; ~ Poisson(n\) entonces:

E(c¥) —E(c ) =

u=0

S|=

“P(U = u)

Donde U ~ Poisson(n\) luego entonces:
E<e_y> - i e e ™ (n)" S e i (e_%nky L emgehm
‘ u! ‘ u!

De donde concluimos que E(e‘y> £ e sin embargo se puede probar que este estimador si es
asintoticamente insesgado, es decir:

lim E(e‘y> =e*=P(X =0)

n—0o0
Dado que nuestro primer intento no pudo ser UMV ULE utilizaremos el Teorema de Lehmann
Scheffé para encontrarlo. Por un lado ya sabemos que Ty = > | X; es una estadistica suficiente
y completa, lo unico que nos hace falta es encontrar un estimador insesgado para la cantidad a
estimar P (X = 0) = e~

Consideremos el siguiente estimador:
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Dicho estimador cumple con ser funcion de la muestra y ser insesgado, en efecto pues
Lix,=0y ~ Bernoulli (P (X = 0))
Entonces
IE(IP’ (X = 0)) = E(Iix,m0)) = P (X = 0)

Ya tenemos los dos ingredientes para llevar a cabo el proceso de Lehmann Scheffé, tenemos un
estimador insesgado y una estadistica suficiente y completa. Calculamos entonces la esperanza

condicional:

—

g(u) = IE(IP’(X:O) T1:u>:IE<]l{X1:O}

=1
Y Xi= u) + 11@(1{)(10} =1

=1

& P(X;=0,>",X;,=u)
= P lx,—0y =1 X;=u| = =
( e Z “) P (2 Xi =)

P (X, =0, Z?ﬁ X =u) _ P (X, = O)P(Z?:in = u)
P (Z?:l X =u) a P (Z?:l Xi=u)

Como Y7y X; ~ Poisson ((n —1)X) y > i | X; ~ Poisson ((n)\) tenemos que:

o - ST (e

i=1

- OP<1{X10} - O

u!

Finalmente por Teorema de Lehmann Scheffé sabemos que g (11) es UMV UE, por lo tanto:

n n

PX =0) —g(my) = 20" _ (n— 1)2?—1&

— *

Es UMVUE paraP (X = 0). De ejercicio adicional se deja probar de forma directa que P (X = 0)

es insesgado

Ejercicio 3.2.15. Resuelva lo siguiente:

» Sea Xi,..., X, m.a. del modelo Bernoulli(6). Encuentre el UMVUE para la cantidad
0(1—0)
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Sea X1, ..., X, m.a. del modelo Poisson (\). Encuentre el UMVUE para la cantidad:

ATL
N A
P(X=n)=e o
» Sea Xi,...,X, m.a. del modelo Normal (r,0%), r > 0 ambos desconocidos donde r es el

radio de un circulo, obtener el UMV UE para el drea del circulo

A= 7r?

» Sea X1,...,X, m.a. del modelo Normal (0,1), encuentre el UMVUE para 6>

» Sea Xi,..., X, m.a. del modelo Bernoulli (), encuentra el UMVUE para 0".

,,,,,

es una estadistica suficiente y completa para 0)

s Sea Xq,...,X, m.a. de la densidad MAXWELL:

2\ 2
Felo) = (2) ortare e
™

Demuestre que dicha densidad pertenece a la familia exponencial, encuentre una estadistica

suficiente y completa y encuentre un UMV UE para 6

Dado que en la familia exponencial uniparamétrica siempre existe una estadistica suficiente
y completa, eso implica via el el proceso de LehmannScheffé que siempre existira un UMVUE
para alguna transformacion del parametro desconocido. En efecto, como en la familia exponencial
>, d(X;) es completa y suficiente entonces cualquier funcién de dicha estadistica serd UMVUE
para cierta funcién de 6. Por ejemplo, consideremos h(0) = E(d(X;)) entonces w es

UMVUE para h(6), pues

E<z;;5 <Xi>> _ PREED) g ) = no)

Consideremos por ejemplo el modelo Exponencial:
fz;0) = Xe™ > (2)

Es claro que pertenece a la familia exponencial pues a(\) = X\;b(z) = > (z);¢(A) = A\, d(z) = =z,
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_1

5 se sigue que la estadistica:

Z:'L:l X;
n

luego entonces como, E(X)

Es UMVUE para la cantidad i, luego si reparametrizamos a la familia exponencial como 6 = %

se sigue que el modelo:
1
fx (z;0) = 56_%x

La estadistica ==Y es UMVUE para 6

n

En la familia exponencial siempre podremos tener una reparametrizacién donde se alcanza la
CICR, sin embargo surge la pregunta de saber qué pasa cuando no tenemos a la familia exponen-
cial como modelo de nuestra problacién. A continuacién veremos sun ejemplo que no pertenece a
la familia exponencial sin embargo se encontrard el UMVUE encontrando la estadistica suficiente

y completa, sin embargo requeriremos un poco de teoria de estadisticos de orden.

3.2.6. Estadisticos de Orden

En esta seccion introduciremos el concepto de estadisticos de orden asi como algunas defini-

ciones importantes para la Estadistica que sirven a consecuencia de éstos.

Los estadisticos de orden jugan sin duda un papel muy importante tanto para la estadistica
paramétrica como la no paramétrica. DE hecho. algunas de sus propiedades no depende de la

funcién de distribuci¢on de la poblacion de donde fue obtenida la muestra aleatoria.

Supongamos que tenemos un experimento aleatorio que sigue una distribucion de probabilidad

especificada por la funcién Fx (.). Enseguida repetimos el experimento n veces obteniendo con
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ello una muestra aleatoria X;...., X, a partir de esto definimos lo siguiente:

Yim = min{Xy,...,X,}

Yo, = min{{Xy,..., X, }\{Yin}}

Vo = min{{X1,..., Xp} \ {Yaun, Yin}}

Yo = min{{X1,..., Xp} \ {Yain, Youn, Y1 }}
Yin = min{{Xy,..., X0} \{Yan, Yain, Youn, Vi }}

Yn—l:n = nun {{Xla < 7Xn} \ {Yn—2:n7 B 7Yi:n}}
Yo = min{{Xy,..., X0, \{Yo1m, -, Y1} } = max { X1, Xo, ..., X1}

Dado la anterior nos vamos cuenta de tres propiedades importantes para estas funciones definidas

a partir de la muestra aleatoria:
1. Cara Y., es un estadistico segtin la definiciéon anteriormente dada.

2. Estos estadisticos definidos son tales que ordenan la muestra de menor a mayor maginitud,
logrando con ellos que Y., sea la k-ésima observacion de la muestra aleatoria odenandola

segliin sus magnitudes.

3. Debe de ser claro que no hay independencia entre los estadisticos ya que si Y}, > k entonces
) Y}—&-a:n > k.

La definicion formal es la siguiente:

Definicién 3.2.24 (Estadistico de Orden). Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de tamano
n de un fendmeno aleatorio especificado por la funcién de distribucion Fx (x;0). Ordenemos
cada coleccion de valores xy,...,x, de Xi,...,X, en onder decreciente de magnitudes tales que
obtenemos los valores Yy, - - -, Ynm (conocida como la muestra observada ordenada), donde vy, ., =
min{xy,...,Tn}, Yom €s el siguiente x; en orden de maginitud, ..., Y Ynn = mazx{xy, ..., ,}.
La variable aleatorio Yi,k € {1,2,...,n} funcion de Xy,..., X, la cual toma un valor yy, en
cada posible secuencia de x1,xg,...,%,, es llamado el k-ésimo estadistico de orden (Al nimero

k se le conoce como la maginitud de dicho estadistico de orden)-

El siguiente problema es encontrar la distribuén de los estadisticos de orden, hasta el momento

no hemos hecho distincién entre la variable aleatoria continuo y discreta y que lo que hemos
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definido puede ser aplicado a ambos tipos de variables aleatorias. A conitnuacién enciaremos un
teorema el cual nos da la distribucudn del estadistico Y., conociendo la funcién de distribucién
de la poblacién de donde fue obtenida la muestra aleatoria y el cual sera valido para ambos tipos

de variables aleatorias. (Absolutamente continuas y discretas).

Teorema 3.2.15 (Distribucién del estadistico Y.,). Sea Yi., < Yo, < ... <Y,., los estadisticos
de orden de una muestra aleatoria Xy, ..., X, de una funcién de distribucion Fx (z) conocida.

Encontes la funcion de distribucion acumulativa de Yy.,, o« =1,2,...,n estd dada por:

B =3 (1) B 0 0 B )

J

Jj=a

Demostracion. Sea y fija y arbitraria y definamos la v.a. Z; = 1(_s, (X;)), observemos lo

siguiente:

Z; es una v.a. por estar en funcién de X; que es v.a

/7 ’ .
>, Z; = nimero de X;s tales que son menores o iguales a y

Z; sigue una distribuciéon Bernoulli (F (y))

> i, Z; sigue una distribucién Binomial (n, F (y))

Ahora calculemos Fy, . (y)

n

Fyp () =P(Yom <y) =P (Z Z; > a) =y (7;) Fx (y) (1= Fx (y))"™

Jj=a

Observe que la clave de la prueba anterior es la equivalencia entre los eventos {Y,.,, <y} y
{37, Z; > a}. Esto pasa porque si el a estadistico de orden es menor o igual a y , entonces
necesitmos que el niimero de X;s menores o iguales a y sea més grande o incluso igual a «, y
viceversa.

O
Como consecuencia inmediata de lo anterior tenemos que:
Fy,.. (y) = Fx (y)"

Fy,, (y) =1—- (1~ Fx ()"
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Luego entonces las densidades para el caso en que la distribucion es absolutamente continua viene

dado por: ;
Frim () = ay e (y) =n(1—Fx(y)" " fx () (3.4)
frn () = d%Fy (v) = n (Fx 1)) fx (v) (3.5)
P ) = Py ) = ot P 0 U= Fe )" 1 G) 69

Finalmente encontramos la densidad conjunta mediante el siguiente teorema:

Teorema 3.2.16 (Densidad conjunta de los estadisticos de orden Yi.,,...,Y,.,). La funcién
de densidad conjunta de los estadisticos de orden Yi.,,Yom, ..., Yn., definidos a partir de una
muestra aleatoria proveninente de una poblacion con funcion de distribucion F(.) y densidad
f(.) estd dada por:

IimrYom W yn) =0l (00) f (2) -0 f (Un) Tosocyi<.<yn<oo

El resultado anterior es de gran importancia pues gracias a la densidad conjunta de todos
los estadisticos de orden seremos capaces de obtener cualquier densidad conjunta o marginal
simplemente integrando respecto a las variables restantes. Por ejemplo,a densidad conjunta de

dos estadisticos de orden con o < 3 esta dada por

nlFyx (ya)" (Fx — Fx (ya)" 7 (1 — Fx " fx (ya) fx
fYa;n,YB:n (Yas Yp) = (v.) ( (yﬁ)(a _ 1)$y(ﬁ))_ o — f); (n— 5(?;,5)) (¥a) Jx (45)

Finalmente si queremos la densidad conjunta del minimo y el maximo lo tnico que debemos

hacer es sustituir « = 1 y 8 = n obteniendo lo siguiente:

v W1, yn) =n(n—1) (Fx (ya) — Fx (01))" "> fx (1) fx (yn)

Ahora consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.15. Sea X;,..., X, m.a. del modelo U (0,0), el objetivo es encontrar un UMVUE
para 0, sin embargo no contamos con que el modelo uniforme pertenezca a la familia exponencial y
ademds no podemos aplicar la teoria de CICR pues esta densidad no cumple con las condiciones
de regularidad, luego entonces la unica esperanza de encontrar un UMVUE es por la via de
encontrar un estadistica suficiente y completa. Primero buscaremos una estadistica suficiente por

medio del teorema de factorizacion, primero recodemos que la densidad de nuestro modelo estd
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dada por:

fx (2:0) = 5100) (@)

Entonces la verosimilitud estd dada por:
u 1
fg (iUh e ,xn) = H fx (xi; 9) = 0_” H 1(0,0) («rz)
i=1 '

Analicemos la cantidad []:_; Lo (z;) notemos que esta cantidad toma el valor de 1 si toda
x; € (0,0) y esto ocurre cuando Y., < 0 mientras que vale 0 si existe una x; tal que z; > 0 lo

que se traduce a decir que Y,., > 0 , luego entonces tenemos la siquiente igualdad:

I 200 (=) = L) Wnn) = Lignoo) (0)

i=1

Por lo tanto la verosimilitud puede ser escrita como:

1
f& (xl? tee "/L‘n> = e_n]]'(yn:nyoo) (6)
De donde se concluye via el teorema de factorizacion (3.2.6) que Y., = max{X1,..., X, } es una
estadistica suficiente. Ahora verifiguemos que dicha estadistica es completa, para ellos requerimos
la densidad del mdzximo estadistico de orden el cual segin la ecuacini (3.5) esta dada por:

d ryn—-11

Frn ) = B ) = (Fx )" fx ) =0 () Lo @)

Lo anterior es vdlido pues recordemos que la distribucion de la v.a. aleatoria U (0,0) estd dada

por:

T q T
Fx (z;0) = / gloo ) dy = 71lo (2)

Luego entonces, para probar que Y,., es completa necesitamos verificar que la siguiente familia

es completa. L
T\""
{fy":" () =n (5) gloo (2):0 € R*}

Para ello debemos verificar lo que dice la definicion (3.2.22), sea entonces Z una funcién y 6 € R*

arbitrarios, debemos demostrar que si para todo 0 € Rt se tiene que :

/09 Z(z)n (§>n_1 %1(0,9) (2)de =0=P(Z (V) =0) =1
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Entonces tenemos lo siguiente:

1/Z(a:)n:v"ldal: =0
0 Jo
0
/Z(x)nx"ldx =0
0
o [° 1 0
%/0 Z(x)nx" dx = %0
Z(@)no" tdx = 0

Z(0) =0

Lo ltimo fue vdlido para todo 0 € R™ y para cualquier Z funcidén arbitraria ademds como Yy, > 0
se concluye entonces que P (Z (Yp.n) = 0) = 1 lo que demuestra la completitud de la familia y por
tanto la completitud del estadstico Y,,.,. Tenemos entonces que Y,., es un estadistico suficiente y
completo, luego entonces solo bastaria encontrar una funcon de esta estadistica que sea insesgada

para 6. Calculemos la esperanza de nuestro estadistico:

0 n—1 0
E(Yan) = / xnx dr = ﬁ/ odr = — ¢
0 on o Jo n+1

Desafortunadamente nuestro estadistico es sesgado, sin embargo se puede hacer insesgado muy

fdcilmente ya que solo hay que multiplicar por el inverso multiplicativo de — Se concluye
finalmente que el estimador:
A 1
0" = iYnn
n

Es UMVUE para 6 en este modelo.

Ejercicio 3.2.16. 1. Sea X1,..., X, m.a. del modelo Uniforme(0,0) con 6 < 0.

1

Fx(@) = =510 (2)

El objetivo del ejercicio es encontrar un UMV UE para 0
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a) Encuentre la funcion de distribucion del modelo Uniforme(6,0) y pruebe que:
z <46
Fe(@)=P(X<2)={ (1-%) ze (6,0
>0

b) Muestre que la densidad de X1y := min{Xy,...,X,} esta dada por:

xn—l

fx () == —n on Lip0) (2)

c) Muestre que X1y :=min{Xy,..., X,} es una estadistica suficiente para 0
d) Muestre que X1y := min{Xy,...,X,} es una estadistica completa para 0

e) Muestre que:
n

0
n+1

E(‘X(l)) :/9 fou)(x)dx =

f) Concluya entonces que:
n+1

n

é — X(l)

Es UMVUE para 6.

3.3. Construccion de Estimadores

A continuacion describiremos dos métodos muy conocidos para generar estimadores que gozan

con ciertas propiedades.

3.3.1. Método de Momentos

Este método se basa en el teorema de Glivenko — Cantelli el cual es conocido por muchos

como el Teorema Fundamental de la Estadistica, el cual nos dice lo siguiente:

Teorema 3.3.1 (Teorema Glivenko-Cantelli (1933)). Sea X, Xs, ... una sucesion de variables
aleatorias identicamente distribuidas con funcion de distribucion comun dada por F (x). Sea
F, (z) la funcién de distribucion empirica formada por las primeras n variables aleatorias definida

por:

1 n
i=1



Capitulo 3. Inferencia Estadistica 90

. La ley fuerte de los granden nimeros afirma que la v.a. F, (x) converge puntualmente y casi
sequramente a F (x), sin embargo Glivenko-Cantelli demuestra que no solo hay convergencia

puntual sino que hay una convergencia uniforme, es decir:

sup |F, (z) — F(z)| = 0

z€R

El teorema nos dice entonces que conforme va creciendo la muestra se tiene que F), se parece

mucho a F' para toda x € R entonces:

Fy
dF,

Q

Q

T

n

L ",
Z /RZL‘F

=1

Q

ZdF
J

z"dF =E(X")

s |&

Luego entonces por el teorema (3.3.1) se tiene que:

n

Z - = E(X7)

i=1

3 |&

. ;- . . !
A la cantidad E(X") se le conoce como el r-ésimo momento poblacional mientras que Y 7 | == se

le conoce como el r-ésimo momento muestral, el teorema nos afirma entonces que los momentos
poblacién y muestral son muy parecidos cuando la muestra es grande. Ahora supongamos que
X ~ Fx (;6) con 8 = (6y,...,60,) un vector de pardmetros. El metodo de momentos nos dice

que las siguientes igualdades son aproximadas:

n
Z;

- n
=1

n 2

Z =
- n
=1

E(X) = a1 (91,...,913)

Q

E(XQ) = a2 (61, ce ,Qp)

Q

n p

Z =
- n
=1

Lo cual genera un sistema de p ecuaciones con p incognitas dadas por el vector de pardmetros

E(X?) = a, (6. ..

S
Q
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0 =(64,...,0,), el cual al resolverlo obtenemos:

91 = fl (xla"'7xp>

b, = folz1,...,2p)

~

Los cuales seran los estimadores encontrados 6 = <91, e ,9p>. Las propiedades de estos estima-
dores es que siempre son consistentes pero en general son insesgados. Consideremos los siguientes

ejemplo:

Ejemplo 3.3.1. Consideremos X1, ..., X, una muestra aleatoria del modelo Bernoulli (6), en-
tonces sabemos que el primer momento poblacional estd dad por : E(X) = 0 luego entonces la

ecuacion que nos queda para encontrar el estimador es:
n
X,
E(X)=0= E B
—
=1

n X

Luego entonces el estimador por momentos estd dado por 6 = D it

Ejemplo 3.3.2. Consideremos Xy, ..., X, m.a. del modelo U (0,0), entonces sabemos que E(X) =

0 - : : : )
5 luego entonces igualando el primer momento poblacional y muestral se tiene que:

n X
Z i
- n
=1

E(X) =

N D

Luego resolviendo la ecuacion obtenemos que el estimador es:
R "X, -
h=2> —=2X

i=1

Es fdacil ver que este estimador es insesgado y consistente viendo que Var(é) — 0

Ejemplo 3.3.3. Consideremos X1, ..., X, m.a. del modelo N (u,c?), en este caso tenemos 2

pardmetros desconocidos por lo que necesitamos generar y resolver un sistemas de 2 ecuaciones
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con los dos primeros momentos:

3.3.2. Meétodo de Maxima Verosimilitud
Como ya hemos visto, la verosimilitud en una funcién de 6 definida como sigue:

Definicién 3.3.1 (Verosimilitud-Muestra Observada). Sea X, ..., X, m.a. de un modelo con
densidad fx(x;0) y 0 un pardmetro desconocido tal que 6 € ©, definimos la funcion de verosi-

malitud ¢ : © — R como:
0(0;2) = fx (w1, ., 20) = [ [ fx, (2:;0)
i=1

Método de maxima verosimiltud busca encontrar 6 (x1,...,x,) tal que maximice la funcién de
verosimilitud, la idea que hay de tras de este método es buscar aquel parametro que maximice la
probabilidad o plausibilidad o verosimilitud de haber observado la muestra (X; = z1, ..., X, = x,),
por ejemplo supongamos que en el modelo Bernoulli de parametro € observamos la siguiente

muestra con n = 5
(X1 :O,XQZO,X3207X4:O,X5:O)

entonces seria inverosimil suponer que 6 = 1.
Maximizar a ¢ (6; ) como funcién de 6 por lo general no es facil, pues involucra el producto
de densidades por lo que en general se acostumbra no maximizar directamente a la verosimilitud

sino mejor trabajar con el logaritmo de ésta debido a que el producto es transformado en suma:
L(0;z) = log ¢ (0;z) :=log fx (w1, ..., ) = »_ log fx, (w:;0)
i=1

Es sabido que una forma de encontrar el méximo de una funcién es derivando (No es la unica

forma de hacerlo) por lo que muchas veces para encontrar el estimador méximo verosil se resuelve
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la siguiente ecuacion:

0
—L(0;2) =
gL (0:2) =0
Sin embargo en el caso general, cuando tenemos k pardametros 0 = (64, ...,0;) el problema de

encontrar los estimadores maximo verosimiles se convierte en encontrar la solucién al siguiente

sistema de ecuaciones:

a_elL (@:z) = 0
0

7 —

0

3_91<;L (0;2) 0

Estos estimadores son muy utilizados en los modelos estadisticos que se han desarrollado mas

que nada por las siguientes propiedades:

Son consistentes

Son asintoticamente eficientes

En general los estimadores no siempre son insesgado pero son asintoticamente insesgados
Los estimadores maximo verosimiles siempre son funciones de estadisticas suficientes

Los estimadores maximo verosimiles gozan la propiedad de invarianza, supongamos que te-
nemos 0,y pero imaginemos que estamos interesados en un estimador para alguna transfor-
macién (no necesariamente biyectiva) g (6) entonces g (6) es el estimador maximo verosimil

A

de g (0). (Por ejemplo el estimador maximo verosimil para P (X = 1) = e~ en el modelo

~

poisson esta dado por P(X =1) = e )

Bajo ciertas condiciones de regularidad (3.2.10) se puede probar que:

A 1
0 ~N|0 —
M (’nl(@)

donde I (0) es la informacién de Fisher por unidad muestral, es decir:

2

10) = & 5 os fx (5:0)
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» Una generalizacon de lo anterior nos dice que bajos las mismas condiciones de regularidad

/ (éMV> ~ N (f (@a%)

(3.2.10) se tiene que:

Demostracion. Haremos un esbozo de la prueba de la aproximacion hacia la normalidad de los
estimadores maximo verosimiles.
Primero, sabemos que 6,;, maximiza tanto a la verosimilitud como a la log-verosimilitud esto

implica que bajo las condiciones de regularidad que:

L (éMV§X> = QL (éMv;X> = glog (f <X1, e ;Xn§éMV>> = ” 2lOg (f (Xi;00mv)) =0

ol 00 — 00
Consideremos a la funcion
L0 = 23 Diog (7 ()
WS T Zage M

Entonces queda claro que al evaluar en éMV se tiene que:

A 1<~ 0

L (Oyy; X)=— —1 X;: 0 =0
2 (fanviX) =~ > 5109 ( (X av)

Ahora hagamos la aproximacion de Taylor de la funcion L;L (0; z) alrededor de @,y
L, (0;X)~ L, (éMv;X) + L, (@wv;&) (9 - éMV) =L, (@wv;&) (9 — éMV)
Por lo tanto:
L,(0;X) ~ L, (éMv;l) (9 - éMV)
—L (6; X .

— (6:X) (9Mv - 9)

L, (QMv;X>

—nL, (6: X X

Ly (Oav; X)

Q
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Analicemos el numerador —/nL,, (6; X).

VAL, (6: X) =~ (% Syloa (J (X: 9)))

i=1

Por el T.LC. sabemos que:

= (% > gplon 4 (X e))) v (3~ gytea (7 (600 ) Var (= o (£ (x:0)) )

Pero recordemos que bajo las condiciones de regularidad

(- gytoa 7 (x:0)) =~ ggten (7 (X:6))) =0

Vo (— o (7 060)) ) = Var(yion (7 (X:0)) =~ szton (s (X:6))) = 1)

Concluimos entonces que:

n

VL, (6:X) = v/ (% >~ Ltog (7 (X e») SN (0,1(0))

=1

Por otro lado el denominador L;; <éMV; X ) tiene la siguiente propiedad gracias a la ley fuerte de

los grandes ntimeros.

2

g (7 (X::0)) = B ggzlog (7 (X:6))) = =1 0

p 1w 0?
n AT = _”Ma@?

Luego como 0 My €s consistente sabemos que éMV — 6 lo que concluye que:
L, (éMv;X> — —1(0)
Aqu necesitaremos un Teorema de Probabilidad:

Teorema 3.3.2 (Slutsky’s). Sea {X,} y {Y,.} sucesidn de variables aleatorias, suponga que

X, =1 X yY, = c entonces:
X, +Y, =5 X +¢

» XY, 24X
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Xo _d X
Yn_> c

Aplicando el Teorema de Slutsky’s concluimos que:

_\/ﬁLln (95 X) a Z
- —
L, <9Mv; X) —1(0)

Donde Z ~ N (0,7 (9)). Entonces:

Entonces:

—\/_L
(eMv,

")

(
\/‘@Mv—e I N (OL>

1(6)

Lo que concluye que:

Por lo que para n suficientemente grande:

A 1
~LAPTOT NT
Orv (9’ nl (0) )

A continuacién ponemos dos ejemplos de como encontrar estimadores maximo verosimiles en

dos familias paramétricas.

Ejemplo 3.3.4. Sea Xi,...,X,, m.a. aleatoria del modelo N (u;c?), entonces la funcidn de

verosimilitud esta dada por:

- 1 1 n 2
l ’ ’ ) = 7oy Iy ; %) = — 5,7 2im1 (Ti—H)
((“ o ) ﬁ) Ix (551 x (u o )) § 2#026 >

i

Luego entonces la Log-Verosimilud es:

L((1s0)32) = —log (270%) = 3 (5 — )
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Al derivar parcialmente e igual a cero obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Z(%’_N) =0

=1

n 1 2
Tt e =0

=1

Resolviendo dicho sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes estimadores:
N 1 -
KMy = — Z Xi=X
~9D 1 =\ 2

Ahora consideraremos otro ejemplo que no requiere el uso de herramientas de calculo para la

maximizacion de la verosimilitud,

Ejemplo 3.3.5. Sea Xi,..., X, m.a. aleatoria del modelo U (0;0), entonces la funcion de vero-

simalitud esta dada por:

1 n
Lo,0) (z:) = on H Lo,0) (i)
i=1

| =

C(0;2) == fx (21, wns0) = [ |
=1

Sin embargo sabemos que:
]]_(0’9) (xl) = ]]'(yn:nyoo) (0)

Lo que conculimos es que entonces la verosimilitud estd dada por:

n

1

n -, . s .
Donde queda claro que % es una funcion decreciente, por lo que el mdzrimo se obtiene cuando

0 = Yn.n, luego entonces:

Orry = Yon = maz {X1,..., X}

Ejercicio 3.3.1. 1. Sea Xy,..., X, m.a. del modelo Uniforme(,0) con 6 < 0.

fx(x) = —%1(9,0) (z)

Encuentre el estimador de momentos y el de mdzima verosimilitud y responda lo siguiente:
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a) sLos estimadores encontrados son insesgados?

b) ;El estimador es consistente?

2. Sea Xi,...,X, m.a. del modelo Geometrico(p)
fx(@)=PX=z)=1-p)" 'p ze{1,2,3,...}
Encuentre el estimador de momentos y el de mdzima verosimilitud y responda lo siguiente:

a) sLos estimadores encontrados son insesgados?

3. Sea Xi,...,X, m.a. del modelo Exponencial(\)
fx(z)=Xe™ € (0,00)

Encuentre el estimador de momentos y el de mazrima verosimilitud para \ y responda lo

stguiente:
a) sLos estimadores encontrados son insesgados?

4. Sea Xi,...,X, m.a. de una poblacion con funcion de densidad dada por:

Fe(@:0) = 20— 2),2 € [0,0]

82

a) Aplica el método de momentos para encontrar un estimador para 6. (Denotemos a

dicho estimador como 0,;)
b) Demuestre que Orr es insesgado

c) Encuentre el Error cuadrdtico medio de Onr

d) Pruebe que

lim Var(fy) =0

n—oo

Concluya entonces que el estimador es consistente.

5. Sea Xy,..., X, m.a. de una poblacion con densidad dada por:

fx(@;0) = zev 2 €[0,1] 0> 0

| =

= Demuestre que la densidad pertenece a la familia exponencial

» Demuestre que Y., Log(X;) es una estadistica suficiente y completa para 0
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» Aplica el método de mdzima verosimilitud para encontrar un estimador para 6. (De-

notemos a dicho estimador como éMV)
= Demuestre que éMV es insesgado.
= El estimador 0,y es UMVUE? (Justifique su respuesta,)
En general sabemos que una de las ventajas de este tipo de estimadores es que tiene una

distribucién asintética normal, esto se también se puede generalizar al caso de varios pardmetros

segun el siguiente teorema:

Teorema 3.3.3. Consideremos el modelo fx (,;0) con § = (01, ...,0k) un vector de pardmetros.

Entonces los estimadores mdximo verosimiles tienen la siguiente propiedad:

~ aprox ]_
QMV g Nk <Q7 ;I(9_1>

Donde Iy € R¥* se le conoce como la matriz de informacion de Fisher por unidad muestral y

donde:

82
Iy=(1;;)=-E 1 ;
Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3.6. Consideremos al modelo Gamma (a, 5):

Fr (010,6) = ieza™ e P o (0
Se puede probar que:
a a (14 )
E(X)=-— Var(X) = — E(X?) =
(X) 3 (X) 7 (X°) 3
Luego los estimadores de momentos estan dados por:
o — —
— = X=a=Xp
g
(1 + a) 9 1 + Xﬁ =\ X
R ) R LU o R T

Entonces los estimadores son:
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Por otro lado, el estimador mazximo verosimil lo encontramos derivando la Log-verosimilitud:

C((a;B);2) = fx (..., 20 (o, B)) = H—xf‘ ! B‘“IL( o0) ()

L((a; B) ;z) = nalog (8) — nlog (T(a)) + (a — 1) Zlog BZX

Desafortunadamente el sistema de ecuaciones que se genera no se puede resolver de forma al-
gebraica por lo que en la practica se utlizan métodos numéricos para encontrar las estimaciones
que maximizan o la log-verosimilitud, sin embargo la gran ventaja que tienen los estimadores es

que tiene una distribucion asintotica normal.

(dMVaBMV) T Ny (( ,08), %Il>

A continuacién algunos ejemplos de la distribucion asintotica de los estimadores maximos
verosimiles

Ejemplo 3.3.7. Algunas distribuciones de la familia exponencial:

» En el modelo Bernoulli (0):

2 ~ 1 A — aprozx 6(1—-06
GMV:X; I<0):m7:>‘9MV:X pre (@’ﬁ)

» En el modelo Poisson (\):

S\MV = 7; 1 (/\) =
» En el modelo Exponencial (\):

. 1 1 . 1 aproz A2
)\MV::S [()\):—:> )\MV: 7 N()\,—)
X

Recuerde que para que funcione la aproximacion se deben de cumplir las condiciones de
regularidad, por ejemplo en el caso del modelo U (0,6) el soporte de la densidad depende del
parametro desconocido, por lo tanto no se cumple las condiciones y es incorrecto afirmar que
A aprox
Orr = Yo " N (0, M(e)).

A continuacién un ejemplo de invarianza
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Ejemplo 3.3.8. Consideremos X1, ..., X, m.a. del modelo Poisson (\), sabemos que S\MV =X,
sin embargo consideremos que estamos interesados en estimar P (X = 0) = e~*. Observemos que

e~ es una transformacion biyectiva, entonces:

Ademds por las propiedades asintéticas sabemos que:

— _ —2)
P(X =0)yy = e X IR <€)\7 Ae )

n

Ejercicio 3.3.2. Resuelva los siguientes ejercicios:

1. Considere una m.a. de tamano n. Para cada una de las siguientes distribuciones, si es
que existe, encuentre el vector de estimadores @M Y EMV para 8 dado. En caso de que
el estimador exista numéricamente mencione el método que se utiliza para encontrarlo.
Justifique su respuesta.

= Bernoulli ()
» Binomial (k,0), k conocida
= Binomial (0,p), p conocida

= Binomial (01, 65)

= Poisson (0)

» Geometrica (6)

» Ezxponencial (0)

» BinNeg (k,0), k conocida

= BinNeg (0,p), p conocida

» BinNeg (01, 0,)

» Hipergeométrica (M, K,0), M y K conocidas

» Hipergeométrica (M,0,m), M y m conocidas

s Hipergeométrica (0, K,m), K y m conocidas

(

(

(

» Hipergeométrica (M, 0y,6,), M conocida

» Hipergeométrica (01, K,05), K conocida
(

s Hipergeométrica (61,05, m), m conocida
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Hipergeométrica (61,04, 03)
Uniforme (0, 0)
,0)

Uniforme (—0

Uniforme (a,0), a conocida
(0,
(

Uniforme (0,b), b conocida
Uniforme (01, 65)
Normal (u,6%), u conocida

(
Normal (0,02), o* conocida
(

Normal (61, 05)

Log-Normal (., 6?%), u conocida
Log-Normal (0,02), 0% conocida
(

Log-Normal (61, 605)
Gamma (o, 0), k conocida
Gamma (0, 5), 5 conocida
Gamma (01, 02)

Beta (a,0), a conocida
Beta (0,b), b conocida
Beta (61, 05)

Weibull (o, 0), k conocida
Weibull (0, 3), B conocida
Weibull (01, 605)

Pareto (a, ), a conocida
Pareto (0,b), b conocida
Pareto (61,05)

Ji-cuadrada (0) Recuerde que esta distribucién puede verse como una Gamma (4,1)

Rayleigh (0) Recuerde que esta distribucion puede verse como Weibull (2,6)

Hint: Recuerde que en el método de méxima verosimilitud debe considerarse la indicadora,

si esta depende de los parametros desconocidos no se puede derivar y debe recurrir a otros

métodos de maximizacién como los graficos o numéricos.
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2. Considere una m.a. de tamano n Uniforme (0,0) Encuentre los estimadores MV para la

media y la varianza.

3. Considere una m.a. de tamano n Bin (1,0) sabiendo que X es un estimador suficiente y
completo para 0 encuentre el UMVUE para: a) 30; b) 30 — 1 ; ¢) Encuentre el estimador
MV para 6 y 0(1 — 6); d)Proponga un estimador insesgado para 6 y use el Teorema de

Rao-Blackwell para mejorario

4. Considere una m.a. de tamano n, estimar el parametro 6 por el método de momentos. La

funcion de densidad es la siguiente:

f(x;0) = w lo<u<o (3.7)

Verifique si el estimador es insesgado y suficiente

5. Sea Xy,..., X,, una m.a. con densidad comin
f(x;0) = 02" locoe1, 6>0 (3.8)

Encuentre una estadistica suficiente y diga si es completa. Justifique su respuesta.

6. Sea Xy,..., X, una m.a. con densidad comin
f@;0) =e @9 lypeoe —o00<h <00 (3.9)

Encuentre una estadistica suficiente

Encuentre el estimador de MV de 6

Encuentre el estimador por momentos de 6

Si existe una estadistica suficiente y completa, encuéntrela

Encuentre el UMVUE para 0 si es que existe

7. Sea X1,..., X, una m.a. con densidad comin
f(2:0) = 0272 lpegens 0<6 < 0 (3.10)

Encuentre el estimador MV para 6

8. Sea X una sola observacion de la distribucion N(0,0). a) Es X una estadistica suficiente?;

b) Es X? un estimador insesgado para ¢
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9.

10.

Sea Xi,..., X, una m.a. con densidad comin N(u,c?). Encuentre el UMVUE para: a)
6 + 402; b) p? — 502

Sea 11 el verdadero valor del cociente intelectual de cierto estudiante. Para medir su C.I:
realiza un test y se sabe que las puntuaciones obtenidas se distribuye normalmente, con
media vy desviacion estandar 5. El estudiante realiza el test y alcanza la puntuacion 130.

Cudl es es estimador MV de pu?



Capitulo 4

Intervalos de Confianza

4.1. Introduccion

El objetivo prinicipal para encontrar un intervalo de confianza es encontrar dos estadisticas
L(X) y U(X) tales que:
P(L(X) <0< UX)=1—a

Donde « toma valores pequenios (0.01,0.05,0.1). Debe observarse que el limite inferior y superior
al ser funcién de variables aleatorias entonces también son aleatorios, luego entonces debido a
que f es considerado un parametro fijo, la interpretacion que debemos dar a la expresién anterior
es la probabilidad de que el intervalo cubra al parametro desconocido . Por otro lado
una vez observada la muestra y dado que ya no tenemos variables aleatorias, entonces al intervalo
generado por las estadisticas evaluadas en la muestra observada se le conoce como intervalo al

1 —a x 100 % de confianza para 6.

A continuacién describimos el método tradicional para encontrar los estadisticos L(X) y U(X)

que dan origen a un intervalo de confianza.

Definicién 4.1.1 (Cantidad Pivotal para 6). Una cantidad pivotal es una funcion de la muestra
Xy, ..., X, cuya regla de correspondencia debe de involucrar a 6 pero que su funcion de distribu-

cton no depende de parametros desconocidos

105
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4.2. Intervalos de confianza: Caso Normal

4.2.1. Intervalo para la media u, 0? conocida

Supongamos que tenemos X7,..., X, m.a. del una poblacién con distribucién N (u,o?) y
analicemos el caso en donde o2 es conocida. Entonces definamos:
X1 —p
o

Q1 (X) : ~ N(0,1)

Debe de quedar claro que ()7 es entonces una cantidad pivotal para p. Luego entonces, por sus
caracteristicas distribuciones de )7 podemos afirmar que:
X1 —p

P <_Z(1a/2) <— = Z(la/2)> =1l-a (4.1)

Donde Z(1_q/2) como siempre, representa el cuantil (1—a/2) de una distribucién normal estandar.

Por otro lado también podemos afirmar que:

X —
P (—oo <2l o Z(l_a)) =1-a (4.2)

o

La cantidad pivotal ()7 que hemos definido arriba tiene el pequeno defecto que no toma en cuenta
a toda la muestra, luego entonces resultaria interesante tener otra cantidad pivotal que si hiciera

uso de toda la informacién de la muestra, definamos entonces.

Q2 (X) :=\/ﬁ< “) ~ N (0,1)

o

(22 es entonces una cantidad pivotal para p de donde afirmamos también que:
X —
P (—Zu_a/z) <+n (TM> < _Z(l—a/2)) =l-a (4.3)

En cada uno de las tres dltimas expresiones (4.1,4.2,4.3) podemos llevar a cabo un despeje

del pardmetro desconocido p obteniendo las siguientes expresiones:

De la ecuacién (4.1) obtenemos:

P (X1 — 0Z(1—a/2) S 1% S Xl -+ UZ(I—a/Q)) =1—a (44)
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De la ecuacién (4.2) obtenemos:
P(Xi—0Zi_oy<p<oo)=1-qa (4.5)

De la ecuacién (4.3) obtenemos:
— g — g
P (X — —Z(l_a/g) <pu< X+ —Z(l_a/g)) =1—«a (46)

Hemos encontrado entonces 3 intervalos que cumplen con la propiedad deseada de cubrir al
parametros desconocido con una probabilidad 1— «, surge entonces la pregunta de saber con cual
intervalo quedarnos. La respuesta logica es escoger aquel intervalo de longitud minima. Veamos

entonces la longitud de los tres intervalos que hemos generado a partir de las cantidades pivotales:
1. Longitud = 20Z1_q/2)
2. Longitud = oo
3. Longitud = Z%Z(l_a/g)

Es claro entonces que el mejor intervalo de los tres posibles es el iltimo, esto era de esperarse
pues el intervalo estd en funcién de una estadistica suficiente. En general los intervalos éptimos
estaran en funcion de estadisticas con propiedades importantes como suficiencia y completes.

A continuacién hacemos un breve paréntesis sobre el tamano de muestra necesario para hacer
una estimacion con cierto error haciendo uso de la teoria desarrollada en la construccién de

intervalos de confianza

Tamano de muestra

Vimos entonces que la mejor intervalo es el proporcionado en la ecuacién (4.6) , imaginemos
ahora que queremos construir un intervalo de longitud 2d y con una confianza de 1 — . Surge
de manera natural la pregunta de saber cual debera ser el tamano de muestra necesario para
cumplir este objetivo. La respuesta se obtiene despejando entonces a n de la siguiente igualdad:
o’ Z?

QLZ(l,a/Q) = 2d = n = M
n

v d?

Ahora notemos lo siguiente si \/LEZ(l_(l /2) = d entonces por (4.6) obtenemos que:

PX—d<p<X+d)=1l-a=>P(|X-—p/<d)=1-a
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Luego entonces, esto nos dice que hemos encontrado el tamano de muestra necesario para que el

estimador /1 = X tenga un error menor a d unidades con una probabilidad de 1 — .

Ejemplo 4.2.1. Supongamos que queremos inferir la estatura promedio de un mezxicano mayor de
18 anos. Para resolver este problema asumiremos la hipdtesis distribucionales de que la estatura
de los mezicanos adultos se pueden modelar por medio del modelo normal. Supongamos ademds
para fines prdacticos que conocemos la desviacion estdndar del modelo o = 10. La prequnta es: ;
Qué tamano de muestra requiero para poder estimar | St quiero tener un error menor a 1 cm con
una confianza del 95 %%. La respuesta sequn la teoria desarrollada nos dice que la n requerida es:

2 2
n— w — 38416

Debido a que el tamano de muestra solo toma valores enteros, entonces tomamos n = 385. Lo que
nos afirma entonces que debemos tener una muestra de ese tamano para que nuestro intervalo
de confianza tenga una longitud de 2cm, lo que se traduce en un error menor a 1cm en nuestra

estimacion con una confianza del 95%

4.2.2. Intervalo para la media u, 0> desconocida

Cuando 02 es desconocida entonces la expresion:

X —

o

NG ( o > ~ N (0,1)
Deja de ser cantidad pivotal para ju, pues 02 es desconocida y recordemos que la tinica cantidad
desconocida debe de ser pu, por lo tanto debemos de buscar alguna otra cantidad, para ello

recordemos que:
n =\ 2
Zi:l (Xi - X )

2
o2 ~ X(n-1)

Ademas recordemos que si Z ~ N (0,1) y Y ~ X%n—l) (independientes) entonces

A
Y

n—1

~ t,—1 T student
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Por lo tanto concluimos que: (Obs: Recordar la independencia entre X y S2)
Vi (%) X

— 7 _—/n ( _ a ) ~tno1
2?51()(1‘*?)2 g

g
n—1

i (Xi_y)z

Donde 62 =
n—1

nuestro intervalo de confianza después de llevar a cabo el despeje estaria dado por:

, la cual ya puede ser considerada cantidad pivotal para u, entonces

n—1 n—1

P (7— Tl <y §7+it1“/2) —1-a
n n

Donde t::i/ ® es el cuantil 1 — o /2 de una distribucién t-student con n — 1 grados de libertad.

4.2.3. Intervalo para o2, ;i conocida

Suponiendo p conocida, consideremos la siguiente cantidad pivotal.

2
3 (Xi —p) 2
—2 ~ X’Vl
: o
=1
La anterior es claro que cumple las condiciones de ser llamada cantidad pivotal pues recordemos

que u es conocida, luego entonces considerando a y b dos cantidades tales que:

P(agiﬁ;zwgb):l—a (4.7)

Al despejar a 02 de esta expresién se obtiene el siguiente intervalo de confianza:

P(i@gﬁgi@):pa (4.8)

=1

Donde a y b se escogen de tal manera que se cumpla la ecuacién (4.7) y que se obtenga la longitud
minima en la ecuacién (4.8).Este problema desafortunadamente no arroja una solucién algebraica
para a y b por lo que su solucién se obtiene por métodos ntimericos. Algunos libros por facilidad

optan por definir:

(a/2).

0= Xy b=

)
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Quedando el intervalo de confianza como sigue:

IP(Z_;W_ Z_: a/2 >:1—O[

Sin embargo debe de quedar claro que este intervalo no necesariamente genera al éptimo (de

longitud menor) sin embargo es el méas practico para fines didacticos.

4.2.4. Intervalo para o2, ;1 desconocida

Si ahora suponemos p desconocida simplemente procederemos a estimar a p por medio de X
y sustituyendolo en la cantidad pivotal anterior , de esta manera se obtiene la siguiente cantidad

pivotal:
n =\ 2
(Xi - X ) 2
i=1
Y de forma anéloga el intervalo de confianza queda como:
(ST, (%)
3O g BT i @
i=1 i=1
Donde nuevamente a y b son cantidades que hacen que cumpla la confianza y se tenga la cobertura
minima, y como en el punto anterior, a veces a y b son calculados como los siguientes cuantiles
para fines practicos :

0= 20D,y o\ 20-ar),

A continuacién construiremos intervalos de confianza para la diferencia de medias en 2 pobla-
ciones Normales, este un punto muy importante ya que a través de estos intervalos se concluyen
diferencias de medias significativas que muchas veces son utilizadas para identificar la eficacia de

tratamientos.

4.2.5. Intervalo para la diferencia de Medias en 2 dos poblaciones;

Caso 1: Varianzas conocidas

Supongamos que tenemos Xy, ..., X, vy Y1,...,Y,, dos muestras aleatorias de dos poblaciones

2 2 : ; 2 2
normales N (y,,02), N (,uy, ay) respectivamente. Ademds supongamos que tanto o como o, son
conocidas. Nuestro objetivo es lograr construir un intervalo de confianza para la diferencia de

medias (j; — f,). Para ello primero buscaremos una cantidad pivotal de la siguiente manera,
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sabemos que por ser v.a. normales que:
2

— o — 0'2
X ~N (:uxv_x) y Y ~N (My’_y>
ny no

Ademsés por la independencia del muestreo entre las dos poblaciones se tiene que X es indepen-

diente de Y por lo que es facil ver que:

(X —Y) = (pa — p1y)

, ~ N (0,1)
ne T

Lo anterior ya es una cantidad pivotal la diferencia de medias (u, — p,), pues recordemos que

2

estamos suponiendo que tanto 0923 como o,

son conocidas. Luego entonces de esta cantidad pivotal

obtenemos el siguiente intervalo:

— o2 o ~ o2 0
Pl(X=Y) |24 2 Z1ap St =iy < (X =Y) 4| 24 221 ap | =1-a
ny N9y n1 U

Donde denotamos a Z;_,/2 como el cuantil 1 — « /2 de la distribucién Normal Esténdar.

4.2.6. Intervalo para la diferencia de Medias en 2 dos poblaciones;

Caso 2: Varianzas desconocidas pero iguales

2 2 2

Bajo el mismo contexto anterior pero asumiendo que o7 = o, =0°se obtiene que:

(X —Y) = (pa — p1y)

o2 o2
n1 + na

~ N (0,1)

(Y_Y)_(Nm_ﬂy) ~ N (0,1)

Sin embargo al ser 02 desconocida, la expresién anterior no puede ser considerada una cantidad
pivotal para la diferencia de medias p, — fi,, la forma en como atacaremos este problema es la
siguiente, primero notemos que tenemos muestra de dos poblaciones normales, entonces:
ni ~ no Eva
Z(Xi—X) ) Z(Y%—Y)

2
oz Xm- oz Xna-1)
i=1 =1
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Entonces por independencia entre ambas muestras podemos concluir que:

M(X—X) A (Y-Y) M (X —X) 4 (vi-Y)
Z( - )+Z( - ) 2 ( )0_2 1 ( ) ~ i)
i=1 i=1

Tenemos entonces una cantidad con distribuciéon N (0,1) y otra con distribucién x?, suponiendo

independencia entre estas dos cantidades se concluye que:

(X Y) uy/\/z 0y -7
0'2 n1 + Nog — 2) ntn2—2

Definiendo &12, como:

Y (X X)) (YY) (= 182+ (nn — 1)

ny+ng —2 ny+ng — 2

~

2
p

Obtemos que:

Lo anterior ya es una cantidad pivotal la cual obtiene el siguiente intervalo de confianza para la

diferencia de medias:

p((y_?) P

1 a-a2 1
nyp N2

(1-a/2) _
(n1+n2—2) < Ha — ,LLy (X Y) —+—t ) =l-a

1
nl n2 (n1+n2—2)

4.2.7. Intervalo para la diferencia de Medias en 2 dos poblaciones;

Caso 3: Varianzas desconocidas y no iguales

Este quizas sea el caso mas comun al que nos estaremos enfrentando, pero desafortunadamente
no existe una cantidad privotal que se pueda utilizar, por lo general para atacar este problema
se utilizan los estimadores de o2 de cada poblacién y se obtiene la siguiente cantidad pivotal:

(7 - ?) - (,ua: - Hy) apfcox t




Capitulo 4. Intervalos de Confianza 113

Donde:

) L9\ 2 2\ 2

N N [ Ty

e () (@)
ny No n1—1 n2—1

Luego entonces un intervalo de confianza aproximado viene dado por:

— = 62 02 4, 52 62 .
P(X=V) ==+ 20 < —py < (X=Y) [ =+ Lt | =1-a
n1 U ny U

Hacer intervalos de confianza para la diferencia se puede utilizar como sigue, imaginemos que
tenemos 2 poblaciones y queremos ver si j, > f, a través una muestra de cada poblacion, una
forma de probarlo es construir un intervalo de confianza para la diferencia, luego entonces, si
el nimero 0 se encuentra dentro del intervalo se dice que no hay diferencia significativa, pero
si resulta que el 0 estd a la izquierda del intervalo entonces 0 < (1, — jt,) lo que concluye que
estadisticamente 1, > 1.

Supongamos ahora que estamos interesados en verificar la igualdad entre las varianzas de dos
poblaciones, para atacar este problema se acostumbra construir intervalos para el cociente de
varianzas, luego entonces si el 1 se encuentra en dicho intervalo se dice que no hay diferencias
significativas, a continuacién se exponen las cantidades pivotales para generar los intervalos

pertinentes.

4.2.8. Intervalo de confianza para el cociente de varianza Caso 1:

Medias Conocidas

Si las medias son conocidas sabemos que :

ni 2 n2 2
Z 2 ~ X%ﬂl) Yy Z 2 e~ X%M)

o ()
i=1 z 1=1 Y

Por la independencia de los muestreos se tiene que al hacer el cociente de las y?'* se tiene que:
~ (Y - :uy

Por lo tanto

2
2 na  (Yi—py)
U:E Zi:l no F
) ~ Lngng

an (Xi—pia)?
’L:]. ni
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La cual ya es una cantidad pivotal para el cociente de medias (Z—%), luego eligiendo a y b dos
Y
numero reales tales que:
2 ny  (Yi—py)®
<0z) —2121()(”2 2 <b| =1—-«
an i~ Mz

=1 m

Se obtiene el siguiente intervalo:

=1—«a

n (Xi—pg)? 2 ni (Xi—pie)?
Z < (Ux) < Zzzl n1 b

- ~
P ! L __a
an (Yi—py)? ~ — - Zn2 (Yi—py)?
=1 g

oy
i=1" ng

Sin embargo la obtencién de a y b se hace por medio de métodos numéricos para obtener el
intervalo 6ptimo (de menor longitud), sin embargo en la literatura se acostumbra hacer:

a= Fa/2 h= Fl—a/?

n2,ni n2,ni

Donde F . es el cuantiil a de la distribucién F' con ng,ny grados de libertad.

Ejercicio 4.2.1. Sea X1,...,X,, yYi,...,Y,, m.a. de una poblacion normal con medias desco-
nocidas (i, Y [, Tespectivamente. Se desea encontrar un intervalo de confianza para el cociente de

2

las varianzas Z%. Encontrar una cantidad pivotal y construir un intervalo de confianza al 1 — a
Y

de confianza para esta cantidad.

4.3. Intervalo de Confianza para poblaciones no Normales

Hasta ahora fuimos capaces de encontrar cantidades pivotales para los parametros de una
distribucién normal, sin embargo muchas veces nos enfrentaremos al problema de querer encontrar
intervalos de confianza en familias distintas a la normal o pero aun, a veces estaremos interesados
en construir intervalos de confianza para funciones de cierto parametro. Hemos visto que la
clave para encontrar el intervalo de confianza se centra en poder localizar una cantidad pivotal
adecuada, sin embargo en muchas ocasiones esto es una tarea dificil mas que nada debido no hay

una metodologia para encontrarlos.

Ejemplo 4.3.1. Supongamos que tenemos Xi,..., X, una m.a. de una poblacion U (0,0) se

puede probar que:
Yn:n

7

T, =
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Es una cantidad pivotal y por tanto:

]P)(Ynn SQSYn:n)Il—OJ
51—05/2 5@/2

Es un intervalo de confianza al (1 — a)100) % para 0, donde &, es el cuantil o de la distribucion

asociada a Ty = %
Ejemplo 4.3.2. Supongamos que tenemos Xy, ..., X, m.a. de una poblacion Exp (), entonces

se puede probar que:
T =\ <Z X,») ~ Gamma (n, 1)
i=1

Es cantidad pivotal y por tanto:

P(MS/\SL) =1—a«
51—04/2 501/2

Es un intervalo de confianza al (1 — «a)100) % para A\, donde &, es el cuantil o de la distribucion

asociada a Ty ~ Gamma (n, 1).

Existe un método general para encontrar cantidades pivotales, sin embargo debido a su com-
plejidad en ocasiones serd dificil llevar a cabo el despeje del parametro desconocido. EI método

se basa en el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1. Sea Xi,..., X, m.a. de una poblacion con funcion de distribucion Fx (x;0),

(continua) con 6 un pardmetro desconocido. Entonces:

Q1 = —ilog (Fx (X;;0)) ~ Gamma (n, 1)

i=1

QR = — zn:log (1 - Fx (X;;0)) ~ Gamma (n, 1)

i=1
Entonces Q1 y Q2 son ambas cantidad pivotales para 0

Demostracion. La prueba se basa en el hecho de que si X es v.a. continua con funcién de
distribucién Fx (z;60) entonces la variable aleatoria Fx (X;0) sigue una distribucién U (0, 1),

en efecto pues sea Y = Fy (X;0), entonces:

Fy(y) = P(Y <y)=P(Fx (X:0) <y) =P (X < Fy' (1:6))
= Fx (Fy' (1:0)) =y
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Por lo tanto Fy (y) = y y se concluye que Y ~ U (0, 1).
Por otro lado si Y ~ U (0, 1) entonces se puede probar que —log (Y') ~ Ezp (1), para probar

esto sea Z = —log (V') entonces:

Fr(2) = P(Z<2)=P(-log(Y)<z)=P(Y >e7?)
= 1—P(Y<e_z):1—e_z

De donde derivando respecto a Z obtenemos:

O

De donde se concluye que en efecto Z ~ Exp (1), con ayuda de estos resultados se tiene que:
—Log (F (X:;0)) ~ Exp (1)

Luego recordando que la suma de exponenciales independientes sigue una distribucion Gamma

(Ver tema de funcién generadora de momentos) concluimos que:
— Z log (F (X;;0)) ~ Gamma (n, 1)
i=1

]

Ejercicio 4.3.1. Sea X1,..., X, m.a. de U (0,0), utilizando el método anterior construya una

cantidad pivotal para 6 y obtenga un untervalo al 95% de confianza para 6

Cuando no podemos encontrar una cantidad pivotal adecuada, muchas veces debemos de
recurrir a resultados asintoticos como el Teorema del Limite Central (3.2.2) o bien recordar
la propiedad distribuciénal asintética con la que cuentan los estimadores maximo verosimiles
A aprox 1
QMV ~ N (0, m)

Por ejemplo, gracias al TLC' (3.2.2) podemos construir intervalos de confianza para la media

i de cualquier distribucién F), con segundo momento finito de la siguiente manera:

= Sabemos que bajo las condiciones del TLC' (3.2.2) podemos afirmar que :

> aprox 2 7_ aprox
XN (%) = Vi () N o)

g

2

= Si suponemos - conocida la ltima expresion puede utilizarse como cantidad pivotal y
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afirmar que:

— o — g aprox
P <X — _nZ(l—a/2) <pu< X+ _nZ(l—a/Q)) = 1-a

Vi 7/

es un intervalo aproximado al (1 — «)100 % de confianza para pu

= Si suponemos que o2 es desconocida, se hace una segunda aproximacion y se estima o2 por

medio del estimador:

n —\ 2
52 = Zz‘:l (Xi_X)
n—1

Quedando el intervalo de confianza como:

2 ~2
- g - g aprox
Pl X —-——Z1_ <u< X+ —7,_ = 1—«
( \/ﬁ (1-a/2) S B = \/ﬁ (a a/Q))
Sin embargo algunos autores aconsejan cambiar los cuantiles de la Normal por los de una
t-student, no obstante si tenemos un muestra grande ambos cuantiles son muy similares y

es indiferente entre usar una t o una Normal para construir el intervalo.

A continuacién veremos el ejemplo de como construir un intervalo de confianza basados en

estimadores méaximo verosimiles, la idea del método recae en la siguiente aproximacion:

1

éMV ar N (9, n[—@) = \/nl ((9) (éMV — 9) AV N (O, 1)

Debe de quedar claro que la tltima expresion ya es una cantidad pivotal (aproximada) para 6, sin
embargo despejar € de la ecuacién anterior a veces puede llegar a ser dificil, en muchas ocasiones
y pare evitar el despeje de 6 en la cantidad pivotal se acostumbra llevar a cabo una segunda

aproximacién y afirmar que:

A aprox 1 A A aprox
QMV e N ‘9, — | = nl <8MV> (HMV — 9) e N (0, ].)

De donde claramente el intervalo de confianza generado es de la forma:

1

oI ()

~ ~ 1 aprozx
P HMV - Zlfa/Z < 0 < HMV - —Zlfa/2 = -«
A ;n[ (9]\/[‘/>
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Consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 4.3.3. Sea Xi,..., X, una m.a. del modelo Poisson (\). Construiremos un intervalo

de confianza aproximado para X = E(X), primero notemos que:

Como en este modelo: o .
I(\) = —E(fo (X;/\)) =3

Se concluye entonces que la cantidad pivotal es:

j\MV - A apfq;ox N(O 1)

A
n

Despejar X no es sencillo pero se puede llevar a cabo:

P M <Zla> - 1—qa
A
R 2
P Ay — A <212a) = 1-a
2

. 2 A
P((AMV—)\> ng_a—) = l1-a

n

. - A
P (A?\/IV - 2)\]\/[\/)\ + )\2 S Zl2—a_) = 1l—«

n

P (nﬁw —ondam A+ A2 < 22\

P (n)\2 — (foa + ZnS\MV> A+ nj\?m, < 0) = l—«a

La ultima expresion es una ecuacion de sequndo grado para A la cual puede ser resuelta via la

formula tradicional para encontrar raices, haciendo lo siguiente:

a = n
b = —(Zf,a+2nXMv)

_ 52
c = nA\yy
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Obteniendo finalmente el siguiente intervalo de confianza:

IP)(—b—\/b2—4ac —b+\/62—4ac) .

<)\ <
2a - = 2a

Otra forma de obtener un intervalo de confianza y para no pasar por todo el proceso de despeje

es hacer otra aprorimacion y utilizar el hecho que:

)\MV - )\ aprox
B — ~
AMv
n

De donde facilmente el intervalo de confianza obtenido estd dado por:

(0,1)

A A A
MV Zi—app S A< Ay + MV
n n

P 5\MV - Zlfa/2 =1l-«

Debe de quedar claro que ambos son intervalos aproximados, sin embargo el sequndo requirio una
sequnda aprorimacion, lo cual sugiere que su cobertura esperada no sera tan buena como la del
primer caso sin embargo via simulaciones se puede probar que ambos intervalos son iguales con

n mayores a 30.

4.3.1. Intervalo de Confianza para transformaciones de los parame-

tros

Imaginemos que ahora no estamos interesados es construir un intervalo para 6 sino que esta-
mos interesados en construir un intervalo para alguna transformacién f (6), para ello podemos

recurrir a la siguiente aproximacion:

; (éMV) aproz (f 0. (f (9))2> N f (&w) — f(0) 7o N0, 1)

La ultima expresién ya es una cantidad pivotal para f () sin embargo, casi siempre esta
ecuacion serd dificill de trabajar por lo que en general lo que se hace es hacer una segunda

aproximacion y utilizar la siguiente cantidad pivotal:
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(7' (0arv))"

n[(é]\/jv)

De donde el intervalo de confianza aproximado esta dado por:

( (o)
nl (O

(7 (o))

Ziop SFO) < £ (Ov) = |5 li]
MV

P (éMV> - Zi—ap | =1—«

Ejemplo 4.3.4. Sea X1,...,X,, m.a. del modelo Gamma suponiendo o conocido, constituir un

intervalo de confianza para P (X > x) dado por:
P(X >z)= /OO ﬁto‘_le_ﬁtdt
« (@)

Como « es conocido debe de quedar claro que P (X > z) queda en funcién de B y por tanto
lo que nos piden es construir un intervalo de confianza para una transformacion del pardmetro
desconocido [3.

Primero obtenemos el estimador mdximo verosimil y la informacion de fisher por unidad

muestral correspondiente.

92
32

BMV:%Q ](5)2—15(

«

R C6R) =4

Definamos f (B) :=P (X > z), entonces:
S <BMV> TN (f (B8), ~———

De donde la cantidad pivotal nos queda como:

7 (Buv) = £(8)

(r'(®)°p?

no

aprox

27 N(0,1)

Debido a la complejidad que tiene la funcion f haremos una sequnda aproximacion obteniendo

la siguiente cantidad:
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7 (Buv) = 18

T N(0,1)
(' (Buv)) By
De donde el intervalo de confianza esta dado por:
/A 2, /A 2,
Pff (BMV) - <f <6M7:O?> ﬂ%ﬂ/zka/z <f@B<f (BMV) + <f <BM7:O?> 5]2\/[‘/21—(1/2

Donde recordemos que:

50{

e Le=Bt gy
M) ©

F3) =P 0= [

f <BMV> = ]P’(?;x) = /:O %ﬁ—le—@wtdt

’ 8 — a o ﬁa —1 —
= —P(X = — [ >l
F®)= g (X o) = o [ fee
En la dltima igualdad podemos aplicar las condiciones de reqularidad y llegar a que:
/ > 8 /Ba 1 —,Bt
f(B) T ) ¢

4.4. Intervalos via Simulacion

La simulacién de variables aleatorias permite hacer aproximaciones muy precisas del compor-
tamiento distribuciénal de la poblacién, por ejemplo imaginemos que sabemos que X ~ F (i, 0?)
con F' alguna funcién de distribucién conocida. Supongamos que nos interesa saber el valor de
p = E(X). Sabemos que para conocer dicho valor tenemos que llevar a cabo el célculo de la
esperanza lo cual en ocasiones nos lleva a problemas de integracion dificiles. Supongamos que
somos capaces de simular observaciones de la v.a. X, es decir, tenemos un algoritmo que no
genera x1,..., T, observaciones de la v.a. X, entonces por la ley fuerte de los grandes numero

sabemos que:

E(X)~T

De hecho sabemos que si n tiende a infinito entonces T — p = E(X), por lo tanto una forma de

aproximar el valor desconocido p es simular muchas observaciones de la v.a. X y luego asumir
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que E(X) =~ 7.

Otra de las grandes ventajas de poder simular de una v.a. es que nos permite aproximar
el comportamiento de transformaciones de variables aleatorias, imaginemos que nos interesa
conocer el comportamiento distribucional de la v.a. Y = sin(U) donde U ~ Uniforme(0,2).
Una forma de resolver el problema es realizar el cambio de variable correspondiente y encontrar
fv(y), sin embargo, via simulacién podemos aproximar las cantidades de inters de Y, para ellos
supongamos que podemos simular observaciones de la v.a. U (0,27) de tal forma que tenemos
uq, . .., U, muestra observada de la v.a. U, para cada muestra observada procedemos a transformar
y1 = sinug, ..., Yy, = sin(u,), entonces se prueba que la muestra yq,...,¥y, son observaciones
(simulaciones) de la v.a. Y. Entonces si estamos interesados por ejemplo en encontrar a E(Y') =
E(sin(U)), entonces bastaria con simular una gran cantidad de observaciones la v.a. U luego
transformarla para obtener yi,...,y, finalmente sabemos que una buena aproximacién para
E(Y) es:

E(Y)=E(sin(U)) =y

En inferencia estadistica la simulacién juega un papel importante pues nos permite aproximar
la distribucién del estimador €, como vimos, el hecho de conocer la distribucion del estimador
nos permite construir cantidades pivotales. Para llevar a cabo la aproximacion por medio de

simulaciones veremos dos casos, el Bootstrap Paramétrico y el no paramétrico.

4.4.1. Bootstrap Paramétrico

4.4.2. Bootstrap no Paramétrico

Ejercicio 4.4.1. Resuelva lo siguiente:

1. Sea Xy, ..., X, m.a. del modelo Uniforme(0,0) con 6 > 0.

fx(2) = 5100 (2)

El objetivo del ejercicio es encontrar un intervalo de confianza para 0

a) Defina la variable aleatoria T como:

X(n) . max {Xl, . ,Xn}

T: =
0 7
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y muestre que la funcion de densidad de T esta dada por:

fr(t) =nt" 11 (1)

Hint: Recuerde que la densidad del maximo estadistico de orden en esta familia estd

dada por:
nxn—l

Fx (@) = 5100 (2)

Por lo tanto:

0 0 O (X ) o 7
fr(t) atFT(t) at]P’(T_t) atp( J _t) at]P(X(n)_tG) 815/0 fx . (x)d

b) Usando el ejercicio anterior sabemos que T es una cantidad pivotal, utilice esta can-

tidad pivotal para encontrar una intervalo al 95% de confianza para 0

2. Sea Xi,...,X, m.a. del modelo Exp(\) con A > 0.

fx(z) = )\e_Axl(O,OO) (x)

a) Defina la variable aleatoria T como:

n

T=\) X

i=1
Usando la funcion generadora de momentos prueba que T ~ Gamma(n,1)
b) Usando el ejercicio anterior sabemos que T es una cantidad pivotal, utilice esta can-

tidad pivotal para encontrar una intervalo al (1 —a) % de confianza para A

3. Considera X, ..., X,, m.a. de N (pz, 02 ) yY1,...,Y,, m.a de N (uy, aﬁy), SUpPONga fi,

Yy [ty desconocidas. Muestre que:

(Sg Fa/2 S_gFl—a/2 )

? ny—l,nz—lﬁsg ny—1,ny—1
Yy Yy

Es un intervalo al (1 — a) % de confianza para el cociente Z—% Donde:

Y
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1—a/2 /2 . . . .
Fy a1 Y Fn, "1 n,—1 son los cuantiles de una distribucion I con (ny — 1,n, — 1) grados

de libertad

4. Sea X1,..., X, m.a. del modelo Exp(\) con \ > 0.

fx(x) = )\e_/\xl(oyoo) (x)

» Encuentra un intervalo de confianza aproxzimado al (1 — a)% de confianza para A

usando el hecho de que v N A, #(A))? es decir, utilice la cantidad pivotal dada

por: A
)\ - >\ *
MV—1NN (0,1)

nl(X)

» Encuentra un intervalo de confianza aproximado al (1—a)) % de confianza para A usan-

. .. . < ok
do una sequnda aproximacion suponiendo ahora que Apry~N (A, ~ 1

wiGa) ) €8 decir,

utilice la cantidad pivotal dada por:

Ay = A
ZMY 2 XN (0,1)

n](j‘MV)

5. Se quiere verificar que la estatura promedio de las mujeres es mads pequena que la estatura
promedio de los hombres. Suponga que la distribucion de la estatura de tanto mujeres como
hombres es modelada por una distribucion Normal con misma varianza conocida para ambas
poblaciones. Es decir

X ~ N(pg,0%) Y ~ N(py,0%)

Donde X modela la estatura de las mujeres y Y la estatura de los hombres.

Se llevo a cabo un muestreo aleatorio en las dos poblaciones de forma independiente, el

tamano de muestra en ambos muestreos fue de 100 y se obtuvieron los siguientes resultados:
100 100

> Zi:l Yi

i—1 X _
i=1 % _ g9 Zui=1Yi _ 75
100 ane YT 00 an

T =

Si la varianza de ambas poblaciones es 02 =25. Construya un intervalo al 95 % de confianza
para la diferencia de medias p, — p,,. Concluya si en efecto tenemos evidencia como para
decir que la estatura promedio de las mujeres es mds pequena que la estatura promedio de

los hombres.
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6. Se desea llevar a cabo un muestreo para estimar el peso promedio en kilogramos de los
hombres mayores de 18 anos en México, suponiendo que el peso de esta poblacion sigue
una distribucion N(u,c?) con o* conocida e igual a 36 (0* = 36). Calcule el tamario de
muestra necesario para estimar la media p con un error de d = 0.5kg y una confianza de

95%. (o = 0.05).

7. Suponga que una aseguradora modela el nimero de siniestros semanales usando un modelo
Poisson de parametro desconocido A. La asequradora pretende encontrar un intervalo al

95 % de confianza para la probabilidad de observar 0 siniestros en una semana:

Supongamos que la asequradora observa la siguiente muestra:
(3,6,6,2,4,6,1,5,6,6,6,7,5,5,9,2,8,6,5,10,7,4,2,5,4,5,1,4,2,2)

Encuentre el valor estimado de P(X =0) = e * y construya el intervalo de confianza

(aproximado)
8. Sea Xq,...,X, m.a. del modelo:

1 .
fxl@iX) 1= 3¢ $ 1m0 (2)

» Encuentra un intervalo de confianza aprorimado al (1 — «) % de confianza para \

1

ity ) 8 decir, utilice la cantidad pivotal dada

usando el hecho de que XMVi»N A

por:
Avy — A

1

nl(X)

AN (0,1)

» Encuentra un intervalo de confianza aproximado al (1 — o) % de confianza para
P(X >1).
Hint: Recuerde que por propiedades asintoticas de los estimadores maximo verosmiles

se tiene que:

FOun ) (fw, %)

Con f una transformacion diferenciable.



Capitulo 5

Pruebas de hipétesis

5.1. Preliminares

En esta seccién estudiaremos una tercer forma de llevar a cabo inferencia sobre pardmetros

desconocidos de una poblacién. Comencemos por definir que es una hipdtesis.

Definicién 5.1.1. Una hipdtesis es una aseveracion o afirmacion sobre el comportamiento dis-

tribucional de ciertas poblaciones de interés

A forma de ejemplo supongamos que la v.a. X modela el tiempo de vida del componente 1 y Y
modela el tiempo de vida de otro componente 2. Por definiciéon sabemos que existe una funcién
de distribucion asociada a las v.a. aleatorias definidas, por lo que quizas una hipdtesis inicial
que podriamos tener es afirmar que X sigue una distribucién Gamma con ciertos parametros

desconocidos. En términos de notacion esto lo pondremos de la siguiente forma:
Hy: X ~ Gamma (a, 5)

Ahora supongamos que ya tenemos cierto conocimiento del fenémeno y que conocemos que el
modelo Gamma ajusta bien pero se desconoce los parametros, entonces algunas hipétesis pueden

ser:

Hy : a=1
Hy : a>1
HO : (Oéaﬂ) = (L 2)

126
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A veces también estaremos interesados en probar hipotesis sobre dos poblaciones, por ejemplo
imaginando que X ~ Gamma (ay, ;) v Y ~ Gamma (ay, ), una prueba de hipétesis muy
interesante seria ver si el tiempo de vida de los dos componentes es el mismo en promedio, esto

lo podriamos plantear de la siguiente forma:

ap QY

HO Ty = W = HO L = =

c Be By
La idea de una prueba de hipdtesis es extraer una muestra del fonémeno y luego con esta
informacion verificar la plausibilidad de la Hipdtesis en cuyo caso a la luz de los datos tomar

una decision sobre si rechazo o no rechazo mi hipétesis.

En este curso nos enfocaremos a pruebas sobre los parametros suponiendo entonces que el

fenémeno estudiado ya tiene un modelo especifico y solo se desconoce los parametros.

Establecer una hipotesis sobre 6 supone dividir el espacio parameral © en 2 subconjuntos Oq
y O tal que:
@:90U@1 @0061:@

Donde:
O := {0 € O|H, es cierta} ©, := {0 € ©]H no es cierta}

Asi definido queda claro que entonces 0y, ©; forman una particién del espacio parametral
©. A la hipdtesis que queremos contrastar la llamaremos hipotesis nula y la denotamos por Hy,
por otro lado llamaremos la hipétesis alternativa H; a la formada por los valores de © tales que

estan en ©.

Ejemplo 5.1.1. Suponga que X ~ Bernoulli () y desconocemos completamente a ©, en ese caso
queda claro que © := {(0,1)}. Si planteamos la siguiente hipdtesis Hy : 0 < 0.3, entonces quedaria
claro que ©¢ = {(0,0.3]} y por completes entonces ©1 = {(0.3,1)} por lo que Hy : § > 0.3. Por
fines prdcticos en la literatura decimos que cuando planteamos la hipotesis Hy : 0 < 0.3 entonces

estamos contrastando las hipotesis Hy y Hy y lo escribimos asi:

Hy:0<0.3 VS H:0>0.3

Imaginemos que tenemos cierta informacién adicional y sabemos que 6 solo puede tomar dos

posibles valores 0y y 0;. En este caso © := {6, 0;}. Bajo este contexto tenemos entonces que
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tomar una desicion sobre cudl parametro es el correcto. Planteamos entonces la prueba:
H029:90 vs H119:€91
Notemos que en este caso, la prueba anterior se reduce a poner a competir dos modelos:

Hy : X ~ Bernoulli (6y) vs H, : X ~ Bernoulli (6,)

Definicién 5.1.2 (Hip6tesis Simple). Decimos que una hipdtesis es simple si determina comple-

tamente a la funcion de distribucion, en caso contrario decimos que la hipdtesis es compuesta.

Asi por ejemplo en el caso anterior:
Hy : X ~ Bernoulli (6y) Vs H, : X ~ Bernoulli (6,)

Estamos probando dos hipétesis simples, sin embargo suponga que bajo el mismo contexto ahora

se nos plantea que © = (0, 1) con la siguientes hipétesis:
H0:0:90 vs H1:97é90

Luego entonces, en este tultimo caso estamos contrastando una hipotesis simple contra una com-

puesta y finalmente si se plantean la hipdtesis:
H()ZQSQO O H119>90

se contrasta una hipotesis compuesta contra compuesta.

Una vez planteado tanto el espacio parametral como la hipotesis nula, la siguiente pregunta
natural que surge en la teoria es saber como decidir si rechazamos o no rechazamos nuestra
hipdtesis. Resulta logico que para tomar nuestra decisién tenemos que tener una muestra del la

poblacién que se esta estudiando.

Definicién 5.1.3 (Espacio Muestral). Sea X, Xs, ..., X,, muestra aleatoria de un fendnemo
aleatorio con funcion de densidad fx (x;0). El espacio muestral es un subconjunto de R™ que
contiene a todos los posibles valores de la muestra de tamano n y lo denotamos como X.

X={z=(x1...,2,) € R"|x; € {Soporte de X;}}
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5.1.1. Caso: Simple vs Simple

Imaginemos que tenemos un fenémeno modelado por una densidad Bernoulli (6), supongamos
que © = (0.1,0.8) y nos plantemos la hipdtesis Hy : # = 0.1, entonces estaremos contrastando
las hipotesis:

Hy:0=0.1 Vs H:0=038

Supongamos ahora que observaremos una muestra aleatoria de tamano 3, (X, Xs, X3). Listemos

las posibles muestras que recibiremos del fenémeno.
X :={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}

De estas muestras parece que el caso (X; = 0, Xy = 0, X3 = 0) es mas compatible con la hipétesis
nula es decir observar esa muestra nos deberia llevar a no rechazar Hy, mientras que el caso
(X1 =1,X,=1,X3=1) no es muy compatible con Hy y por tanto observar esa muestra nos
debe de llevar a rechazar nuestra hipdtesis nula. Parece entonces que para crear una regla de
decision debemos llevar a cabo una particiéon de X. Supongamos entonces que participamos X en

dos conjuntos denotados por:
¢" = {z € X|Rechazo Ho} y ¢ = {xz € X|No Rechazo Hy};

(Muchas veces a €* se le conoce como la regién critica)

En nuestro ejemplo supongamos que hacemos la siguiente particion:

¢ ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} vy ¥*={(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1)};

‘f*z{g

3
in>1} Y ‘5:{2
=1

Es decir:

3
i=1

Bajo esta particion tenemos la siguiente regla de decision:

No Rechazo Hj si Zx, < 1y Rechazar Hy si sz > 1

=1 i=1

Pero, jnuestra eleccion de € es correcta?. Necesitamos desarrollar teoria que nos ayude a deter-
minar si nuestra particiéon es correcta o no.
Cuando optamos por Rechazar Hj existe una probabilidad de equivocarse en la decisiéon tomada

o bien también existe una probabilidad de equivocarse por no rechazar Hy. No pareceria desca-
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bellado entonces buscar aquellas regiones ¥ y * que minimicen la probabilidad de equivocarse.

Realidad
L Hy cierta H; cierta
Decisién
No rechazo Hy No hay error | Error tipo II
Rechazo H, Error tipo I | No hay error

Definicién 5.1.4 (Tipos de Error). Decimos que en una prueba de hipdtesis cometemos el error
tipo I si rechazamos Hy cuando en realidad Hy era cierta y decimos que cometemos el error

tipo II si no rechazamos Hy cuando en realidad era falsa.

Supongamos que ya tenemos definido a ¥ y €* e imaginemos que aun no observamos la
muestra, como la muestra no se ha observado entonces tiene sentido preguntarnos por las proba-

bilidades del error tipo I y error tipo 2. Definamos a y 8 como sigue:

= P (Error tipo I) = P(Rechazar Hy | Hy Cierta) = P(X € ¢* | Hy Cierta)
= P (Error tipo II) = P(No Rechazar H, | H, Cierta) = P(X € € | H; Cierta)

Nuestro objetivo es entonces encontrar ¢ y ¢* que minimicen v y 5 de manera simulténea.

Definicién 5.1.5 (Tamano de la prueba). Sea €* una region de rechazo en una prueba de
hipdtesis (simple vs simple), decimos que la prueba con €* como su region de rechazo, tiene

tamano o st

P(X € €* | Hy Cierta) = «

En el ejemplo que hemos venido revisando tenemos que:

Hy:0=0.1 Vs H,:0=038

%*:{g

3
in>1} Y %:{g
=1

3
i=1
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0= 0.1)
0= 0.8)

entonces:

3
a = P(X €€ |H, Cierta):]P’<ZXi>1
=1

3
= ]P’(ZXi > 1
=1

3
g = P(Xe¥|H Cierta)zP(ZXiS 1
i=1

3
= P(ZXZ» <1
i=1

X, ~ Ber (o.1)> = 0.028

X; ~ Ber (0.8)> = 0.104

Definicién 5.1.6 (Potencia de la prueba). En una prueba de hipétesis simple vs simple, a la

cantidad 1 — B se le conoce como la potencia de la prueba

Por lo anterior la potencia de esta prueba (con ¢’ y ¢* definidas) estd dada por 1 — 3 = 0.896.

Ahora supongamos que modificamos la region critica:

‘5*:{@

3 3
in>2} Y %:{QZQSZ}
i=1 i=1

Bajo esta nueva configuracién se puede verificar que ahora:

3

a = P(ZXi>2 9:0.1):0.001
3

B = P(ing2 9—0.8)—0.488

Observamos que con esta nueva regiéon critica hemos logrado reducir « sin embargo S aumento
considerablemente ocasionado una disminucion en la potencia de la prueba.

En general se puede probar que miniminzar « aumenta la probabilidad del error
tipo 2 y viceversa luego entonces en la practica se opta entonces por fijar un a y luego buscar
la regién critica €* que minimice § (maximice la potencia) (Obs: En el contraste siempre se

controla el error tipo I fijando un « previo a observar la muestra )

Ejemplo 5.1.2. Sea X; una m.a. del modelo N (6,0% = 1) y suponga que © = {0,3}. Suponga-
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mos que se nos plantea la siguiente prueba simple vs simple:
Hy:0=0 VS Hi :0=3
Definamos la siguiente region critica
¢ ={zlr1>2} y €={z[n <2}
Entonces:

a = P(X;>2[0=0)=P(X; >2|X, ~N(0,1)) = 0.0227
B = P(X,<2[0=3)=P(X; <2|X; ~N(3,1))=0.159
1—8 = 0841

Ahora definamos otra regién critica:
¢ ={z|1b<x; <1705} y €={z|r1<150x >1.705}
Entonces:

a = P(1.5< X, <1705 [#=0)=P(1.5 < X; < 1.705 | X1 ~ N (0,1)) = 0.0227
B = P(X;¢(151.705) |§=3) =P(X; ¢ (1.5,1.705) | X; ~ N (3,1)) = 0.969
1-8 = 0.031

Notemos que ambas pruebas generan una probabilidad del error tipo 1 similar a = 0.0227,
sin embargo la segunda regién tiene una potencia mucho menor que la primera, luego entonces
entre las dos regiones aqui expuestas preferimos la primera por tener mayor potencia. El objetivo

en nuestra teoria es entonces dada a encontrar la regién con mayor potencia.

5.1.2. Teorema de Neyman Pearson

El Teorema de Neyman Pearson nos dice como encontrar la regiéon de rechazo mas potente

dada un « fijo y conocido en el caso de una prueba de hipétesis siemple vs simple.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Neyman Pearson). Sea X = (X1,...,X,) m.a. de fx (z;0) y
€ (0,1) . Supongamos que © = {0y, 61} y planteamos la prueba de hipdtesis:

H0:9:90 (O H1:0:91
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Entonces la region de rechazo mds potente €* tal que P(X € €* | Hy Clerta) = « estd dada por:

fX (Ib e ,l‘n;eo) < ka}
fX (.I‘l, e ,an;el)

%*:{QE%

Donde k,, es nimero real tal que P(X € €* | Hy Cierta) = «

Demostracion. Sea € cualquier otra regién de rechazo tal que P(X € 4} | Hy Cierta) = «

Entonces la potencia asociada a esta region esta dada por:

m=1-0 = P(X € €° | H, Cierta) = P(X € 6, | H; Cierta)

- / /*fX (z;6,) dz
B /"'/n]l%”{‘(l)fx(i;@l)dg

Por otro lado, la potencia asociada a €™ es:

=1-p" = 1-P(X € ¢ |H Cierta) =P(X € ¢ | H, Cierta)
= / fX ($ 91)d

:/ /nﬂ“f ) Fx (2:00) dz

Demostraremos que 7 — m; > 0 lo que indicaria que en efecto la regiéon €* tiene una mayor

potencia que la regién %7.

™—m = /u-/n]l%*(E)fX(%Ql)dZ_/u-/n]l‘sz(E)fX(%Ql)d&

(Le- () — gy (2)) fx (2;601) dz

n

(L= (z) — g (2)) fx (z;601) dz +

e

(T (z) — T (z)) fx (2 61) dz
e

I
—
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Concluimos entonces que:

eom= [ Qe @t @) oo [ (e @) -1 @) b 0 de
(5.1)

MO) < k:a} y por tanto para z € %* se tiene que

z301)
fx (z;61) > éfx (z;60p) ademds de que ]lcg* (z) — 14 > 0, se sigue entonces que:

Ahora recordemos que €* = {

1
/ N / (e (@) — T (2)) fix (@ 6) diz > / N / (L= (@) ~ L (@) 7 Fix (2 60) i
( ( (5.2)
Por otro lado si z € R™ \ €* entonces fx (z;6,) < ifx (x;0p) sin embargo se tiene que la resta

de indicadoras lg- () — 14+ < 0 entonces:

(Lo () — Lo (0)) Fx (@:00) > (L~ (@) — Les (2)) kiafx (: 60)

Por lo tanto:

[ L te@-te@ @z [ (e @) -1 @) i @)

(5.3)
Finalmente sustituyendo las ecuaciones (5.2) y (5.3) en (5.1) tenemos que:

rom 2 kla(/...[g*(]lcg*(x)—]lcgf(x))fx(I;Qo)dﬂﬂ-/-.-/w\%*(]1%*( nﬁg())fx(xoo)d)
= i// (L= (z) — L (2)) fx (z360) dz
= (/ /ﬂ (1« (z)) fx (z;6p) dx—/ /ﬂ ]l<g fX x@@dm)

= o </...[g*fx($;90)dx—/...[ﬁfX(x;Ho)d$>

= %(P(KE%* | Hy cierta ) —P(X € 67 | Hy cierta )) = — (0—0) =0

1
ko
Se concluye entonces que 7 — 71 > 0 por lo tanto la regién € tiene mayor potencia O

Veamos un ejemplo de como utilizar este Teorema:

Ejemplo 5.1.3. Sea X1,...,X,, m.a. de Exp()), supongamos que © = {1,5}, y se plantea la
hipotesis:
Hy: =1 VS Hy: A=5

Se nos pide encontrar la mejor region de rechazo tal que o = 0.05. El teorema de Neyman Pearson
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nos indica que:

%*:{QE%

fX(xlv"'vrn;)\:]‘) Ska}
fx (z1,. ., Tp; A =5)

Como:
fx(xy,...,zp;A=1) = He‘xi — ¢ 2=t T
i=1

fx (x1,...,2p;A=5) = H He 0% = e P im @

i=1

Al hacer el cociente obtenemos que:

%*:{QE%

e~ PIVIRE IR DI X
< k,
5" -

Esta region es equivalente a:

%*:{QE%

u 1
Z x; < Z log (ka5n)}
i=1

Haciendo k!, = %log (ko5"™) obtenemos que la mejor region de rechazo de tamano « estd dada
por:

%*:{QE%

il’i S k‘;}

i=1

Supongamos que fijamos un o = 0.05, entonces queremos que:

P(X € ¢ | Hy cierta ) =0.05 :>P<ZX2‘ <k

=1

H, cierta) = 0.05
Lo que necesitamos entonces es encontrar k., tal que se cumpla con lo siguiente:
IP(ZX,; <k A= 1) =0.05
i=1

Como bajo Hy X =1 se sigue que Y . X; ~ Gamma (n,\ = 1), entonces el problema de

encontrar k., se reduce a encontrar un el cuantil de la distribucion Gamma de esos pardmetros.
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Sea 7y, el cuantil o de la de la densidad Gamma (n, 1), entonces sabemos que:

P(ing% )\:1) = 0.05

i=1
Por lo tanto queda claro que k!, = v, por lo que finalmente la regla de decision asociada a esta

prueba es rechazar Hy si

%*z{gé%

Zn:xi < va}

i=1

Luego entonces el Teorema de Neyman-Pearson asequra que esta es la mejor region de rechazo
para la hipotesis planteada de tamano «, es decir, es la region que tiene una probabilidad de error
tipo I igual a v con mayor potencia. En este caso para calcular la potencia de la prueba una vez

encontrado v, se calcula como:
1-p = 1-P(X €€ |H cierta) =P(X € € | H, cierta) (5.4)

= P(anxig%y )\:5> (5.5)

Debe de observarse que la region de rechazo quedd en funcion de la estadistica Y . X; a la cual
se le conoce como estadistico de prueba y se espera tenga una distribucion conocida bajo H

para poder determinar la region de rechazo de forma exacta.

En una prueba de hipdtesis vista desde el punto de Neyman-Person, uno como decisor fija
un « antes de observar la muestra y con ello se calcula la region con la que se rechazard o
no la hipotesis, Fisher por otro lado atacé el problema de otra manera, para él no es necesario
determinar un « antes de observar la muestra, para Fisher lo mas importante es observar primero
la muestra y luego evaluar que tan compatible es esta muestra con la hipétesis. La forma en
como se determina la compatibilidad de la muestra es evaluar que tan probable es observar esa
muestra bajo la hipétesis nula basado en el estadistico obtenido por el Teorema de Neyman

Pearson.

Definicién 5.1.7 (P-Value). . En estadistica cldsica la forma en como medimos la compatibili-
dad de una muestra con la hipotesis nula es por medio del calculo de la probabilidad de observar
la muestra bajo Hy basados en algun estadistico de prueba, a dicho numero lo denominamos p-
value. Asi pues, p-values chicos nos hablan de poca compatibilidad de la muestra con la hipotesis
y por tanto se podria optar por rechazar la hipotesis, por otro lado, en caso de observar p-values
altos, esto nos habla de que la muestra es compatible con nuestra hipotesis y por tanto no habria

evidencia para rechazar.
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En nuestro ejemplo anterior trabajamos con Xi,..., X, m.a. de Exp()), y nos planteamos
la hipotesis :
Hy: =1 Vs Hy: =5

El teorema de Neyman-Pearson nos llevé a concluir que la mejor region de rechazo de tamano «

ixiﬁ’ya}

i=1

€S:

%*:{QE%

El estadistico de prueba asociado al contraste es >, X; el cual bajo H tiene una distribucién
completamente conocida Gamma (n, A = 1) Neyman-Person afirma que debemos rechazar Hy si
se observan valores pequenos de este estadistico, Por otro lado la forma en como lo ve Fisher, es
primero observar la muestra y luego calcular la probabilidad bajo Hy de que el estadistico tome
un valor igual o maés critico que el de la estimacion del estadistico con la muestra observada. Por

ejemplo supongamos que observamos la muestra y tenemos que:

i=1

Entonces el p-value se podra calcular como:

p—value:P<iXi Sixizf)
1 i

1=

)

Luego entonces debe de quedar claro que p — values menores a o nos hacen rechazar, mientras

que valores superiores a « nos hacen no rechazar la hipotesis nula.

Ejemplo 5.1.4. Sea X1, ..., X19 m.a del modelo Poisson de parametro \. Se plantea la hipotesis:

Hy: =1 VS Hy: A=3

Suponga que se fija o = 0.048, encontrar la mejor region de rechazo

Para la region de rechazo encontrada calcular su potencia

Suponga que observa una muestra tal que Y x; = 8, calcule el p-value

Concluya con la informacion anterior si rechaza o no Hy.
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Haciendo el cociente de verosimilitudes obtenemos que:

fX (xla"‘7xn;/\ - 1)
Como:

10 1@ 10 1
fx(xl,...,xlo;)\zl) — xi!eflzeflona:_i!

i=1 i=1
10 ) 10 )
3% _ B 3wi
fx(l'l,...,xw;)\:?,) — xi!ei’):eSOHx_i!

i=1 i=1

Al hacer el cociente obtenemos que:

‘5*:{9&636

—10 10 1
e T2, =

i=1 x;!
_@%}

—30 10 3z;
e iz T

Esta region es equivalente a:

¢ = {ge%)gfzglzi Skaem}

¢ = {g €cX|— Z:L‘ilog (3) <log (k‘aezo)}
i=1

. u log (kaeQO)
= . > —
4 {x X E T 109 (3)

i=1

O a620 ., L .
Finalmente, haciendo k¥, = —% llegamos que la region optima de rechazo es:
10
¢ = {geae > zk;}
i=1

Como o = 0.048, entonces buscamos k., tal que se cumpla que:

10
IP’( Y X >k
=1

)\:1> =a = 0.048

Como bajo Hy, A = 1 se sigue que Zgl X; ~ Poisson (10). Buscamos entonces un punto en

el cual la distribucion Poisson (10) deje en su cola derecha 0.048 de probabilidad. Usando el
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programa R sabemos que si Y ~ Poisson (10) entonces

P (Y > 16) = 0.048

Por lo que en nuestro caso k!, = 16 y por tanto la region mds potente de tamano o = 0.048 estd

dada por:

%*:{QE%

Ahora calculemos la potencia de esta region.

10
i=1

1-8 = 1-P(X €€ [A=3)=P(X € €* |\ =3)

i=1

A= 3) = 0.9980525

Suponiendo que observamos Y ;. x; = 8 entonces calculamos el p-value

p—value:IP’<

i=1

=1

A= 1) = 0.7797794

Esto nos indica que hay mucha compatibilidad de la muestra observada con la hipotesis nula

ademds como o = 0.048 se concluye que no se debe de rechazar Hy.

5.2. Generalizacion H,: 0 € O

vSs

H,:0 €06,

El objetivo es ahora poder generar regiones 6ptimas de rechazo para los distintos casos a los

que nos podemos enfrentar al hacer inferencia sobre los parametros de un modelo. Por ejemplo:

H()I

0:(90
0 = 0o
0 =0y
0 <ty

vs

vs

vs

vs

Hy

H,

H,

:9>90

19<90
297&90
29>90

19<00
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En general todo lo anterior pueden resumirse al caso:
H0:9€@0 vs H119€@1

Donde © = 6y U ©; (Una particién del espacio parametral de nuestro problema). En el caso
simple vs simple sabemos que Oy = {6y} y ©; = {61} y ademds basados en el Teorema de

Neyman Pearson se conoce que la mejor region de Rechazo para la prueba es de la forma:

fX (.’171, <. 7$n;90) S ka}
fX ([El, Ce 7$n;91)

CK*:{QE%

Esta region es equivalente a:

fX (xla"'7xn;90) <k_*}
méaxgpeo { fx (z1,...,200)} = °

%*:{QG%‘

La forma en como vamos a generalizar esta idea de Neyman-Person es por medio de la generacion
de regiones via un cociente de verosimiltudes conocido en inglés como L.R.T (Likelihood Ratio

Test), el cual hablaremos a continuacion.

5.2.1. Region L.R.T Likelihood Ratio Test

Comencemos definiendo la region de rechazo via L.R.T.

Definicién 5.2.1 (Region L.R.T (Cociente de verosimilitudes generalizado)). Suponga que te-

nemos X1, ..., X, m.a de fx (x;0). Imaginemos que planteamos la prueba de hipdtesis
Hy:0 €06 vs H,:0e€06,

Entonces la region de rechazo formada por:

SUPgee, [x (@1, .., 2n;0) - k*}
SUppeo {fx (1, .., xn; )} = °

CrLrr = {i S
Se le denomina la Region L.R.T

Para simplificar la expresién que aparece en la definicién muchas veces se renombra a dicho

cociente con la letra A de tal manera que:

A(z Tp) 1= SUPyco, fx (xy, ... 20 0)
1y---s4dn) - supgee{fx(xl,...,xn;e)}
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Obs: 0 < A(xq1,...,2,) <1

Notemos que en el denominador del cociente se esta maximizando a la verosimilitud sobre todo
el espacio pardmetral, si suponemos que tenemos un completo desconocimiento del parametro
0 entonces dicho supremo sabemos que se obtiene evaluando la verosimilitud en el estimador

maximo verosimil, es decir:

sup {fx (z1,...,2,;0)} = fx (ml, . ,mn;éM_V>
9co

Entonces:
SUPgee, fx (1. .., 2n;0)

Ix (iﬂl, <oy g éM.V.)

La idea de la regiéon LRT en este caso es simple, debemos rechazar Hj si la estimacion méximo

<k

— «

IrTr = (T E€X

verosimil se aleja mucho de la region O, es decir entre la estimaciéon maximo verosimil se aleje
mas de la regién ©y mas evidencia hay para rechazar la hipétesis nula Hy : 6 € ©y. Ahora bien,
;,Como obtenemos k7, la idea nuevamente serd controlar el error tipo 1 y buscar una constante
para k, tal que se tenga una probabilidad del error tipo 1 de magnitud a. El problema al que
nos enfrentamos ahora es que bajo Hy no necesariamente se tiene completamente definida a la
funcién de distribucion, es por ello que debemos re-definir lo que entenderemos por tamano de

la prueba.

Definicién 5.2.2 (Tamano de la prueba). . Sea X = (Xy,..., X,,) m.a. de fx (x;0) y €* una

region de rechazo para la prueba
H():eE@U vs H1Z9€@1
Definimos el tamano de la prueba como:

sup P(X € € |0) =«
0€0q
Observe que la la definicién anterior hace que la maxima probabilidad de cometer el error
tipo 1 sea precisamente «.
Otra forma en que comunmente se define el tamano de la prueba es mediante la denominada

funcion potencia de la prueba, la cual definimos a continuacién.

Definicién 5.2.3 (Funcién Potencia). Sea X = (Xy,...,X,) m.a. de fx (z;0) y €* una region
de rechazo para la prueba

H0:6€@0 vs H1I0€®1
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Definimos la funcion potencia como:
me (0) =P(X € € [0)
Entonces con estas dos definiciones, es claro que el tamano de una prueba se calcula como:

a = sup 7wy (6)
0€0q

Una observacién importante es que dada €* buscamos una funcién potencia mg- (f) que se

comporte de forma que:

$i0€0) = me(0) ~ 0

%
—_

sifeO; =  mwy« (0)

Es decir, queremos una regiéon de rechazo que haga que la probabilidad de rechazar H, cuando
6 € ©y sea pequena (para no rechazar equivocadamente) y que la probabilidad de rechazar H,
cuando # € Oy se alta (para rechazar acertadamente). Parece entonces que entre dos regiones
de rechazo 6" , €5 de tamafio a escogeremos aquella que genere una mejor funcién potencia, es

decir parecida a la funcién potencia ideal.

Ejemplo 5.2.1. Supongamos que tenemos X; m.a. de tamarnio 1 del modelo N (u,02 =1) y

planteamos la prueba de hipotesis:
Hy:pn<0 vSs Hy:p>0
Definamos la siguientes regiones de rechazo:

¢ = {reX|r>2}
¢ = {reX|lb<z<1.705}

Entonces si graficamos ambas funciones potencia observariamos que la mejor region de rechazo
estd dada por €y (Ver figura 5.1 ). Ademas se puede verificar que ambas regiones tienen el mismo
tamano o = 0.0227

En resumen, sabemos que nuestra mejor apuesta para encontrar una region 6ptima de rechazo

es llevar a cabo el cociente L.R.T. es decir, definir nuestra la regién critica como:

SUPgco, fX (371, SR ?xn79> < k'*}
SUPgeo 1fx (71,...,2n;0)} =

ERT:{Qex
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Funcion potencia

1.0

()

0.0 02 04 06 038
T

Figura 5.1: Funcién potencia

Donde k, es una constante que asegure que el tamano de la prueba sea «, es decir, el objetivo

6) =a

Como era de esperarse, los estadisticos de prueba que arroja este tipo de cocientes tienen el

es encontrar k, que haga que:

supP(X € " |0) =sup P
0€©g UASICH)

<sup9€@0 fx (Xq,...,Xn;0) <k
Supgee {fx (21, w03 0)} = °°

sup P(A (X1, ..., X,) < ko |6) = a
USSR

inconveniente de que son muy complejos y por tanto llegar a conocer su distribuciéon es muy
dificil, afortunadamente existe un resultado (Wilks - 1938) que aproxima la distribucién de este

cociente.

Teorema 5.2.1 (Teorema de Wilks - 1938). Sea X,..., X, m.a. de fx (z;0) , con § € R*.

Suponga que planteamos la prueba de hipotesis:
HoZQE@O vSs Ha Q€@1

Con © = OgUO una particion del espacio parametral, sea p el numero de pardametros libres bajo

Oy entonces:
A (K) =—2 IOg ()\ (X)) ~approx X%k—p)

Como la teoria nos dice que debemos rechazar Hy si A (z) < k*, esto equivale a rechazara Hy
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cuando:
—2log (A (z)) = k™

Luego entonces por la propiedad distribucional asintética de A (X)), sabemos que debemos rechazar
Hy a un nivel de significancia o si:

—2log (A (2)) > ;)

a)

Donde Xi(_lg es el cuantil 1 — o de la distribucion x* con k — p grados de libertad

Veamos algunos ejemplo de como obtener la L.R.T en el caso de una prueba de hipdtesis para

la distribucién Normal.

Ejemplo 5.2.2 (L.R.T para pu, o2 conocida). Sea Xi,...,X, m.a. de una poblacién N (u,c?)

con o2 conocida. Encuentre la region L.R.T para la prueba:

Hy:p=po vs Hy o # po

En este caso © = R y por tanto ©g = {po} vy ©1 = R\ {po}-

Sabemos que:
_ SUpueq, Sx (L1, Tni pt)

%L*RTz{zex\A(@— gk:}

fx (96’17 e 7-77n;,aM.V.)

En este caso:

sup fx (@1, ..., s ) = fx (T1,- -, Tn o) = (27“73)_% exp <—Ti2 (Z (zi — Mo)2>>
0

HEBQ

fx (1, .. xp; fingy,) = (27?0(2))7% exp (—2%‘5 <Z (x; — T)2>)

i=1

Por lo tanto la region de rechazo queda como:

\ (I) _ exrp <_ﬁ (Z?:l (UUZ - M0)2)> <k

T e (5 (S0 @ - 7))

Despejando y tras unos pasos algebraicos

exp (_ﬁ (X (@i — ﬂ0)2)>
exp (— by (S (5 - 7)) )

< k< exp (Tig (Z(Ii—T)Z_Z(%—Mo)2>) <k
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(Z (2 =2)" =Y (& = NO)Q) < 203log (k)

i=1 i=1

fo —nT? — fo + 2p0 ZIZ - nu% < 2(78[09 (k)
i=1 i=1 i=1

—nT? + 2419 Z z; < 203log (k) + nug < —nT? + 2nueT < 205log (k) + nug
i=1

1 1
% — 20T > - (205l0g (k) + nug) < T° + 2u0T + pg > - (205109 (k) + npg) + g

1
(T — po)* = - (205log (k) & [T — po| > K*

Finalmente la region L.T.R. queda de la siguiente forma:
rrr = {z € X|[[T — po| > £}

Observe como la region de rechazo llega a algo intuitivamente obvio, debemos rechazar Hy cuando
la estimacion mdzximo verosimil se aleje demasiado del valor g (El valor bajo Hy). El problema
es ahora encontrar k* tal que el error tipo 1 sea igual a v sin embargo para encontrar dicho valor
necesitamos conocer exactamente la distribucion de |Y — ,u0| bajo Hy. Afortunadamente para el

caso Normal sabemos que si Hy es cierta se tiene que :

) _

— X —

XNN(M07@>:> 50~N(0,1)
n %

Entonces podemos sacar provecho de esta caracteristica distribucional redefiniendo nuestra region

de rechazo como:

- o
T9 V90
Bajo esta nueva definicion tenemos que encontrar el valor de k** se simplifica pues:
X —p
vn > : p= Ho
90
X —
_ 1—P<—k**g\/ﬁ< f“) <k u=u0>

o)

L*RT:{QEX

Z k;**

a = P(X €6 rr | Ho cierta) :IP<
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X —
P(—k**gﬁ( /;O)Sk‘** p:p()):l—a
V 90

De donde concluimos que k™ = Z(1_q/2), donde Z_qy2) es el cuantil 1 — a/2 de la distribucion

Entonces:

N (0,1). Por lo tanto concluimos que la region de Rechazo L.R.T de tamano « esta dada por:

f _
N ( /;0> > Z(1_a/2)}
09

Notemos entonces que nuestro estadistico de prueba en este caso es:

- ()

Ahora imaginemos que o3 =1 y que estamos probando

L*RT:{EG%

Hy:p=1 vs Hy:p#1

. 10 s og:
Yy que recibimos una muestra 1, ..., tal que Y ,_, x; = 20, entonces, el valor del estadistico

evaluado en la muestra es igua a
t = ’\/10 (2 1)‘ — 3.1622

Suponiendo o = 0.05, sabemos que la region de rechazo queda de la forma:

- feex|a () 1)

como 3.1622 > 1.96 entonces concluimos que podemos rechazar Hy, tenemos suficiente evidencia
estadstica como para rechazar Hy y la probabilidad de equivocarse esta controlada y es menor a

0.05. Ahora, desde el punto de viste de Fichser, el p-value se encontraria de la siguiente manera:

X -1
]P’( ‘\/ﬁ (T)' > 3.1622 ‘p = 1) = 0.0007829099

De esta manera dado que o = 0.05 > 0.0007829099 = p — value, se rechaza Hy pues desde punto
de vista de Fisher, la muestra recibida es incompatible con la hipotesis nula pues la probabilidad de

observar una muestra asi bajo el supuesto de que u =1 es muy baja (p — value = 0.0007829099)

Ejercicio 5.2.1. Encuentre la region de rechazo L.R.T para una muestra Xy, ..., X, de N (u,c?)
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para la prueba de hipotesis:

Ho:p=po  vs  Hi:p# po

Con 0% desconocida. Verifique que dicha region de rechazo es equivalente a

)

Luego como bajo el supuesto de normalidad se tiene que el estadistico:

Omv.

Entonces la region de Rechazo es:

L*RT:{QG%

T = ~ t — student(,_1)

¢E(x;m> 2&?”}
Om.v.

Donde té;f‘l/f, es el cuantil 1 — /2 de una distribucion t — student con n — 1 grados de libertad.

CLrr = {le X

Ejemplo 5.2.3 (L.R.T para o2, u conocida). Suponga que ahora en el caso normal nos interesa

a hacer inferencia sobre la varianza o? y se nos plantea la hipdtesis.
L2 2 ) 2
Hy:0° =0§ vs Hy:0° # 0§

Supondremos ademds que p = po conocida. Se nos pide encontrar la region L.R.T. para esta

prueba.
En este caso © = RT y por tanto ©y = {a2} y ©; = RT \ {02}.

Sabemos que:
)
_ SUPLeq, fx (T1, -, 2007

%zmz{geae'A(@— < i}

Ix (@1, .. 20503 ,)

En este caso:

sup fx (:L‘l, . ,Jin;O'Q) = fx (xl, . ,:L‘n;dg) = (2%03)7% exp (—2%‘2 (Z (x; — u0)2)>

02€0g

fx (1, 20;65,y) = (2%&]2\“,.)_% erp (— 261 (Z (zi — M0)2>>
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Por lo tanto la region de rechazo queda como:

0

e (2m6%,y) " exp (—; (i (i “0>2))

=2
265 v,

(271_0(2])—% exp <—# (X (@i — M0)2)> <k

Recordemos ahora que en este contexto:

Por lo tanto:

1 - n 1 - 9 n&]z\/['v
2631y (Zl@ to) ) “ T2 Y T g (Zl(x to) ) T2 o2
Entonces: - o
(2mog) 2 exp (=% = )
AMa) = ————= <k
(2m63,y,) " exp (—3)

Lo cual es equivalente a:

2 en ambos lados:

Elevando a la -3
~9 ~ 9 _n
() () = (o (5)0) v
o

2
o) 0

Por lo tanto la la region de rechazo queda como:

~2 ~2
* OMm.v. O *
i = {rex| () e (-2) <}
0

0

52 52
g g ~ .
Ahora notemos que para que ( 2@"‘) erp (——fjgv> Sea Pequeno, Tequerimos que:
0 0

A2 ~2
g g

2V < ky 2V > ko
0-0 0'0

Lo anterior se concluye analizando a la funcion f(x) = xe™™ la cual toma valores cercanos a cero
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cuando r — 0 o x — oo. Concluimos que debemos rechazar Hy si :

~

2 A2
o g
M.V. < kl ]\4;/. > ]{72}

2
o) o)

LRT = {ﬁ €X
Notemos ademds que bajo Hy tenemos la siguiente propiedad distribucional:

> i (T — M)2 2 noisy. 2
2 ~MXm) T T2 Y X
0 0

Por lo que nos conviene redefinir nuestra region de rechazo como:

2
99 99

2 52
Ny, noyy.
[*RT——{QCEX’ MV <k o Ag">k;2}

né2

Luego entonces, sacando uso de la propiedad distribucional de =25 la region de rechazo de
0

tamano o que obtenemos es :

A2 ~2
. nNoyy. 2(a/2 Noy v, 2(1—a/2
CLrr = {261{' ;\gv <X(T(L)/) 0 Jz\gv >X(’r(L) /)}

Donde X?S_a/z) Y X?fl?/2) son los cuantiles 1 — /2 y a/2 respectivamente de una distribucion

2
X(n)

Ejercicio 5.2.2. Encuentre la regién de rechazo L.R.T para una muestra X, ..., X, de N (u,0?)

para la prueba de hipotesis:
Hy:0® =0} vs H,: 0% # o}

Con p deconocida. Muestre que dicha region de rechazo de tamano o es

~2 A2
* noy vy 2(a/2 nNoyv. 2(1—a/2
LRT = {E < :{' PrE X(w(l—/l)) ° T2 7 X(T(L—l)/ )}
0 0

Donde X?,(L:?/Q) Y X?fi/lz)) son los contiles el cuantil 1 — /2 y a /2 respectivamente de una distri-

bucion X%n—l)

Ahora veamos un ultimo ejemplo para el caso en que no conocemos exactamente la distribu-

cién de la region de rechazo y utilizaremos el teorema de Wilks para solucionarlo.

Ejemplo 5.2.4. Sea Xi,...,X,, m.a. de Poisson (\;) y Y1,...,Y,, m.a de Poisson (\,) (Dos



Capitulo 5. Pruebas de hipotesis 150

muestras independientes una de otra). Se plantea la prueba de hipdtesis:
Hy: Ny =)y VS Hy Ny # X\,

Encontrar la region de rechazo L.R.T. para esta prueba:
Primero notemos que © = R*', ©g = {(x1,29) € R*" : 11 = x3}. En este caso tenemos una
muestra general de tamano ny +ng Xy, ..., Xn,, Y1,. .., Ya,. Entonces por independencia la ve-

rosimilitud conjunta es:

1 )\J}l n2 Ayi
. _ -z Y =
f($17'"axnnyla---aynza)\xa)\y)_H_x'e H '6 Y
i1 T =1 Ui

Hay que maximizar respecto A, y A, de donde es claro (por estimacion mdzima verosimil) que el

mdximo se alcanza en:

Aory. = T; Ayniv. =
Por lo tanto:
Ig— O
DYDY _ " -T yy -y
SUP f (Z1, - s Ty Uls - - oy Ynos Az, Ay) = e 5
© i=1 " im1 Y
ni 1 ng 1
_ e*nlffzgl 961'6*712@@2?:21 i H = =
i1 Ti Y
Por otro lado, bajo Hy tenemos que A\, = A\, = X entonces:
ni T; ng i
‘A _ A - AV -
f(xla"wxnpyla"'?ynzv ) — '6 ‘6
1 Liv 1 Yie
ni 1 no 1
= o (mtn2) \ @i 302, v H - i
=1 Vs Yi

Al mazimizar respecto a \ en la ultima ecuacion obtenemos el \* que mazimiza estd dado por

e D2 Tt Y T ANy ¢
A= = = Ap

n1+n2 n1+n2

Donde j\p se le conoce como el estimador de A ponderado. Por lo tanto:

ni ng 1

plotn) JE =TT L
i Yy Y

s(l)lpf(:cl,...,xm,yl,...,ym;)\) = e_()‘
0
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Finalmente al hacer el cociente de verosimilitudes obtenemos:

o~ (Ap(nitn2)) ;pE?;l it 32 v 5\172?;1 it 22 v
AMa.y) = =

e~ T Iz‘e—m@yzgl Yi Tty ﬂ?z‘yZ?ﬁl Yi
Finalmente la region de Rechazo sera:

5\2?:11 xi+2?:21 Yi
4

D 7 <k
lezll Zzgzzﬁl Yi }

ERT:{QGX

Desafortunadamente el estadistico de prueba asociado a este cociente no tiene una distribucion

conocida por lo que procedemos a aplicar el Teorema de Wilks que nos asequra que:

A= —2[09 ()\ (@, g)) ~approx X%

En esta caso la x? tiene 1 grado de libertado asociado por que bajo © € R** y bajo Hy solo se
tiene 1 pardmetro libre por lo tanto seqin Wilks la x? asociada tiene 2 — 1 grados de libertad.

Luego entonces rechazaremos Hy si:

—2log (A (z,9)) > x5y

Supongamos un ejemplo numérico, una asequrada sospecha que la tasa de accidentes diarios de
motocicleta y de autos es la misma. La asequradora supone el nimero de accidentes diarios de
autos y motos siguen una distribucion poisson. Sea A\, = Tasa de accidente en auto, y A\, = Tasa

de accidente en motocicleta. La asequradora se estd planteando entonces la hipotesis:
Hy: My =y VS Hy Ay # Xy

Para probar su hipdtesis la asequradora observa por 20 dias los accidentes en motos y autos

obteniendo la siguiente muestra: Numero accidente en autos
{4,4,1,3,7,5,1,1,1,4,2,4,1,6,6,3,3,4,3,2} T =325, » x;=65
i=1

Numero accidente en motos

{6.1,5,2,1,2,4,1,2,0,0,1,2,0,2,3,2,2,2,3} -5 =205 Y y; =41

=1
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Con esta informacion tenemos que:

L _20%205+20%325

= 2.65
b 40
Entonces o -
- n n = - . 4 2 1
Maw) = S s = 3agmgggn = 000452017
Entonces

Az, y) = —2log (A (z,y)) = —2log (0.06452617) = 5.481369

La regla es rechazar Hy a un nivel de significancia o si:

A(z,y) = 5481369 >\,

St fijamos o = 0.05 entonces X?{)l_a) = 3.841459 por lo tanto se Rechaza Hy, tenemos suficiente
evidencia para decir que los accidentes de moto y de auto no tienen la misma tasa de incidencia.

El p-value asociado a la prueba lo obtenemos calculando la siguiente probabilidad:
P(W >5.481369 | W ~ x7,)) = 0.0192202

Quiere decir que la probabilidad de haber observado estas muestras bajo Hy es muy baja, por lo

tanto la muestra no es compatible con la hipotesis y por tanto se Rechaza Hy

5.3. Regiones Criticas para distribuciones Normales (L.R.T.)

A continuacién escribimos las regiones criticas obtenidas por el procedimiento del cociente de
verosimilitudes (L.R.T).

5.3.1. Contrastes para u, suponiendo ¢? conocida

Entrada: X;,..., X, m.a. de un modelo N (u, 0?)
Estadistico de Prueba:

vn (7— Mo)

o

T = ~ N (0,1)
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Hy H, G} pr de tamano «

L= o | B> Ho ‘KL*RTZ{EG% M>Z<1—cx>}

[

p=pio | < fio ‘KL*RT={£E3€M<Z(Q>}

g

f=fo | ft 7 Ho ‘@i‘mz{ze% SrlZopo) >Z(17%)}

g

p< o | > o ‘KL*RTZ{EGf M>Z<1—o¢>}

[

rEX M<Z(Q)}

g

p> o | < po Clrr =

—

5.3.2. Contrastes para i, suponiendo ¢? desconocida

Entrada: X;,..., X, m.a. de un modelo N (u, 0?)

Estadistico de Prueba:

2
X
T = —\/_( Iuo)wt(n 1); con o= \/ZZ 1n—1 )

o

H, H, G| pr de tamano «

1

= o | p> po %L*RT—{:BG%M n§
)

g

>t
= fo | B < fio %ERTI{EE%M<t

g

3

-1

i
|
i

(
(
(x
(
1= fo | [t # o ‘KERTZ{ief i) t& f)}
* n(r— 1
< po | > Ho %LRT:{QG'%M ot
= o | < o CKITRT:{QE%M EZl}

2

5.3.3. Contrastes para ¢, suponiendo i conocida

Entrada: X;,..., X, m.a. de un modelo N (, 0?)

Estadistico de Prueba:

T — Z?:l (XZ - M)Z X2



Capitulo 5. Pruebas de hipotesis

154

Hy H, G pr de tamaﬁo o
o? =0} | 0% < o} TRr = {x eX —Z”—lg‘? W < X(g)}
P02 | 0?22 | Gy = {:pex Chaleon? x(()> o Tl >x,§>_2>}
02 <02 |o*>0} Cirr = {x ex Zi:lff?_u) 2> X?fsfa)}
o (zi— 2(o
02> a2 | 0% <o} Cirr=1r€X —Z“lgg LM (75))}
5.3.4. Contrastes para o2, suponiendo 1 desconocida
Entrada: X;,..., X, m.a. de un modelo N (u,c?)

Estadistico de Prueba:

- Z?:I (Xi — 7)2

T — ~
0_8 X(n—l)
H, H, G} pr de tamano «
n T 2 —a
02 =0t | 0? > o} Crrr = {g eX —21:1&? LS X?fll 1))}
o2 =0} | 0® <o} Cirr = {g c x |Zhalz—” 1;“ D < X(r(z )1)}
n T 2 (=3 x (=1
o2 = 0(2) o2 7& 08 CgERT _ {&G x Zi:lffzg)l ) < ((21) 0 i 1201 n? > X(ill)Q)}
o? <ol |o*> ol Clpr = {g € x|xi= ((f’ 2 X?T(L:C;)}
2
o? > ok | 0% <ol %ERT:{QE.'{ 2is ((7 2 <X?r(i)1)}
5.3.5. Contrastes para la diferencia de medias p, — yu, suponiendo o2,
JS conocidas
Entrada: X,..., X, m.a.de N (u,,02) y Yy,...,Y,, ma. de N (uy,az);

Estadistico de Prueba:
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H, H, G} pr de tamano «
(e = piy) = do | (pa = piy) > do | Cigr = {%E% i 2+02 > Za- a)}
(e — p1y) = do | (e — py) < do CLrr = {Q €X (i j;+(i'02
(e =) =do | e =) £ | G = {ze X o > 2oy
(e — py) < do | (He — ) > do | Crpr = {37 €X \/(% > Z(l—a)}
(o = py) = do | (po — py) < do | Clpr = {@ €X % < Z(a)

5.3.6. Contrastes para la diferencia de medias p,
2 : : 2 _ 2
o, desconocidas pero iguales o; = 0,
Entrada: Xy,..., X, m.a. de N (u,,0%) y Yi,...,Y,, m.a. de N (u,, 0>

Estadistico de Prueba:

Donde 67 estd dada por:

Y (X=X, (- Y)

);

— 14y suponiendo o2,
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Hy H, G} pr de tamano «

(/‘1’1 - MZJ) = do (/'1’55 - :uy) > do ERT - HAES % (z y n1+n2 2)
o ”1

(o = p1y) = do | (pe = p1y) < do | Cipr =z €X \/f:yi m-n22)
T—Y)— 1-5

(e — py) = do | (o — 1) # do | Cipp =z €X||FALL|> tﬁmfiz,m
52 i_;,_L)
P(nl no

(e — 1y) < do | (pz — pty) > do Irr =L €X ;2 n1+n2 2)

P

(he — py) > do | (p1e — 1) < d. S R o i) L LY

Mo = Hy) 2 Qo | (Hz — Hy 0 LRT Z (n1+n2—2)
7 (7 7s)

5.3.7.

conocidas

Entrada: X, ...

Estadistico de Prueba:

, Xn, ma. de N (pg,02) y Yy, ...

,Y,, m.a. de

Y

N (Nya 05)7

Contrastes para el cociente de varianzas Z* suponiendo ji,, fi,

F— %221 (Y;_/ﬁy)2 o F
LY (X
Hy H, €} pr de tamaio «
%:1 Z—§>1 ERT:{QG%:%EZE‘E—M>F&&2)}
gl e lscpe<m)
3_2 =1 % 7L Cirr = {l €X ggig Zi (%m) 0 % (231)}
% s1 Z_§ > 1 Lrr = (L E€X :%g%((z:zgz - F(ln_l,afw)}
Z>1|g<1 LRT:{%%% (c;m)}
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5.3.8. Contrastes para el cociente de varianzas 7* suponiendo [, i,

Y

desconocidas

Entrada: X1,...,X,, ma. de N (j,02) y Y1,...,Y,, m.a. de N (uy, 0,);
Estadistico de Prueba:

o i (YY)

Ly (X - X)

~ F(ng—l,nl—l)

Hy H, €[ pr de tamano «
G-15-1 PR
-1 <1 o = {2 < ¥ 2R < o |
o191 fim= {2 e X BT < Ry 0 St R )
FRSNE 22 LRT = {£ €x 11 g;gz_z; > F(lifl,nz—n}
5.3.9. Contrastes para la igualdad de medias de k poblaciones nor-

males (varianzas conocidas)

Una de las pruebas mas utilizadas en la préactica es la que nos permite ver si existe alguna
diferencia en las medias de k poblaciones normales, por ejemplo, imaginemos que estamos reali-
zando un experimento con 3 tipos de nuevos anti hipertensivos, para ello se forman 3 grupos de
personas con hipetension, a cada uno de los grupos se le aplica un tipo de anti hipertensivo y
después de cierto tiempo se cuantifica la eficacia del medicamento midiendo la presién de cada
individuo en todos los grupos. Imaginemos que se desea verificar si existe un anti hipertensivo
que sea mejor que los demas. Para ello se decide modelar X; ; = la presién arterial del individuo

Jj (7 €{Ll,...,n;}) en la poblacién i (i € {1,2,3}). Si suponemos que
Xij~N(p,o7) i€{1,2,3} je{l,....n}
Entonces el problema se podria reducir a contrastar la siguientes hipétesis:

Ho:pn = pi2 = ps vs Hy : 3,7 tal que p; # p
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La region de rechazo para este tipo de pruebas puede ser encontrada utilizando la técnica L.T.R.,
en el cual si suponemos varianzas conocidas se obtiene lo siguiente:

Contraste:

Hy:ppi=po=...= g vs Hy : 34,5 tal que p; # pj

Entrada:

Xll?"'7X1n1 m.a. deN('U/I’O-%)
Xo1yeoos Xom, m.a. de N (,uz,ag)

Xkl,...,ank m.a. deN(,uk,a,%)
Estadistico de Prueba:

Donde:

Regiéon de Rechazo:

k
* g . _ N2 2(1—a
CLrr = {Z -2 (T — Toi)” > X(;i—n)}

i=1 ¢

5.3.10. Contrastes para la igualdad de medias de k poblaciones nor-

males (varianzas desconocidas pero iguales) ANOVA

El problema de la prueba anterior es que por lo general las varianzas van a ser desconocidas
en el problema por lo que es necesario crear una regla de decision para el caso en que las varianzas

son desconocidas.

Atacar el problema de varianzas desconocidas es complejo y el estadistico de prueba se vuelve
intratable cuando suponemos varianzas desiguales en cada poblacién, afortunadamente cuando
se supone homocedasticidad (igualdad de varianzas) los calculos quedan mas ordenados y pueden
ser presentados en una tabla llamada ANOVA (analisis de varianza)

Contraste:

Hy:ppi=ps=...= g vSs Hy - 3i,j tal que p; # pj
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Entrada:

X1y, Ximy, m.a. deN(ul,JQ)

)

X217'-->X2n2 m.a. deN(ILLQ,O'Z)

)

Xits-oor Xy m.a. de N (uk,JQ)

)

Obs: Observe que estamos suponiendo igualdad de varianzas en las poblaciones (homocedasti-

cidad)
Estadistico de Prueba:

Donde:

Regién de Rechazo:

%L*RT:{ (n )%:l:”i.@ : 2 2 >Fk11an—k}
(k—=1)>2, Zj;l (zij — Ts)

Una forma en como los paquetes estadisticos presentan esta prueba es mediante la tabla ANOVA:

Variacién Suma de Cuadrados G. de Lib | Cuadrados Medios Estadistico F
Tratamientos ZI? n; (T; — f**)Q E—1 iy ni(@i—Ter)” (n—k) %jﬁ;l Zl-_(fi—f**ﬂ i
- . k,_l . (k=1) 2251 20520 (w4, —0)
Error Zle 22;1 (xi,j — Ei>2 n—Fk et Zjn:igji,j—a?i)
F T (@4 j—Tax )2
Total Zle 2?1:1 (i — f**)Q n—1 2zt ijl—(lw )

Ejercicio 5.3.1. Resuelva lo siguiente:

1. Sea X; una observacion del modelo:

fx (@) = 602" 10,1 (2); 6 >0
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Se desea contrastar las siguientes hipotesis:
Hy:0=2 wvs H:0=1

= Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 o = 0.05.
= Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba

2. Sea X1, ..., X5 m.a. del modelo Normal(0,0?). Se desea contrastar las siguientes hipdtesis:
Hy:0°=1 wvs Hy:0°=2

= Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 a = 0.1.

s Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba
» Suponga que observa la siguiente muestra: (4.14,0.78, —1.28,1.30, 1.33), srechazaria

Hy?, encuentre el p-value asociado a esta prueba.

3. Sea X, una observacion del modelo:
fx(x) = (200 +1—0) 101)(x); 0e[-1,1]
Se desea contrastar las siguientes hipotesis:
Hy:0=0 wvs Hy:0=1

= Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 o = 0.05.

= Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba

» Suponga que observa la siguiente muestra: (0.5), srechazaria Hy?, encuentre el p-value

asociado a esta prueba.
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4. Sea Xi,..., X7 m.a. del modelo Gamma(2, )

fx(z) = %xaleBII(om)(x); 5>0

Se desea contrastar las siguientes hipotesis:
H()Iﬁ:l VS H115:4

= Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 o = 0.05.

= Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba

» Suponga que observa la siguiente muestra: (0.650,1.048, 3.109, 0.526, 0.558, 1.228, 1.320),

srechazaria Hy?, encuentre el p-value asociado a esta prueba.

5. La UNAM wutiliza bombillas especiales para poder iluminar los distintos salones de varias
facultades. Actualmente la universidad utiliza bombillas fabricadas por la compania 1 la
cual afirma que sus bombillas tienen una vida util de 900 horas en promedio, la compania
2 afirma que ellos fabrican una nueva bombilla con una tecnologia mas eficiente que hace
que sus bombillas durén mas de 900 horas en promedio. La UNAM desea tomar una deci-
sion sobre si cambia de proveedor o no, para ello opto por hacer un experimento sencillo,
compro 20 bombillas a cada compania y las coloco en distintos salones para medir su dura-
bilidad.

Los datos de este experimento se encuentran la siguiente tabla. Con esta informacion res-

ponda lo siguiente suponiendo normalidad e igualdad de varianzas en ambas poblaciones
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COMPANIA1 | COMPANIA2
856.33 866.77
969.69 907.61
828.62 831.06
962.91 937.76
917.56 963.75
938.78 941.05
930.21 980.58
759.69 940.63
809.59 926.95
802.53 862.5
779.71 858.92
728.85 945.3/
889.03 775.56
797.97 960.19
845.82 891.21
767.92 939.6/
824.37 978.08
940.06 922.53
891.85 973.22
897.06 995.29

a) sSe tiene evidencia estadistica como para afirmar que las bombillas de las compania
1 en efecto tienen una vida promedio de 900 horas?. Para responder esto lleve a cabo

la prueba de hipotesis:
Hy:pp =900 ws Hy:pg #900
Donde j1y representa el tiempo de vida promedio de las bombillas de la compania 1

. Calcule el p-value de la prueba y asumiendo un o = 0.05 concluya.

b) ;Se tiene evidencia estadistica como para afirmar que las bombillas de la compania
2 tienen una vida promedio mayor a 900 horas?. Para responder este lleve a cabo la
prueba de hipotesis:

Hy: e <900 ws  Hy:pg > 900

Donde o representa el tiempo de vida promedio de las bombillas de la compania 2
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. Calcule el p-value de la prueba y asumiendo un o = 0.05 concluya.

c) Finalmente, se desea tomar la decision final para saber si se cambia o no de proveedor

de bombillas. Para responder esto lleve a cabo la prueba de hipotesis.

Hy:pp=po vs Hy:pg < o

Calcule el p-value de la prueba y asumiendo un o = 0.05 concluya.

6. Una compania de jugos comprs una maquina que llena botellas. El manual de instructivo

dice que la maquina estd configurada para llenar las botellas en promedio con 1 litro de

liquido. La compania esta interesada en verificar esta afirmacion, para ello hizo que la

maquina llenara n = 10 botellas y luego midid la cantidad exacta (en litros) con la que

fueron llenadas. La informacion se encuentra en la siguiente tabla.

BOTELLA

LITROS SURTIDOS

I O N T N O S

~
S

0.96
1.01
1.14
0.87
1.08
1.05
1.13
0.99
1.06
1.05

Para probar la aseveracion y dado que la compania esta preocupada de que la mdquina este

surtiendo mas liquido de lo esperado se planted la siguiente prueba de hipotesis

Hy:p<1 ws Hy:p>1

Asumiendo normalidad y varianza conocida (o = 0.1)La compania propuso la siguiente

o= {31

a) Calcule el tamano de la prueba(c = méxpy, m(p) )

region de rechazo:
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b) Con los datos observados, calcule el p-value y concluya si rechaza o no la hipdtesis

nula. (utilice o = 0.5 como su nivel de significancia para decidir)

¢) Realice el contraste nuevamente pero ahora suponga o? desconocida (utilice o = 0.5

como su nivel de significancia para decidir)

7. Sean X1,... X, & Bernoulli(6).
Utilice el cociente de verosimilitudes generalizado (LRT) para probar que la region de re-

chazo asociada a la prueba de hipotesis

estd dada por:
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