Estadistica bayesiana y aplicaciones en ciencias de datos
Tarea 1

(En equipos de maximo 3 personas)
1. Sea X :={X;}"; ~ N,(0,X) con ¥ determinado por
E(X})=1 y BE(XiX;)=p, paraiz#jyp>0
a) Para que la matriz X sea positiva definida, de tal forma que la distribucién este bien definida, se requiere

1
n—1

p>—

Si lo anterior se satisface para toda n > 2, jPodrias decir que {X;}°, forman una sucesién de variables
aleatorias intercambiables? Justifica tu respuesta.

b) Demuestra que la distribucién empirica de las {X;}! ; converge a una distribucién gaussiana, i.e.

(@)
Fuol —7}1320;25 o) =2 |5

donde ¢ denota la funcién de distribucién acumulada de N(0,1) y

Y = lim X, ~ N(0,p).

n—oo

c¢) Desde el punto de vista subjetivo de la estadistica bayesiana, su relacién con el concepto de intercam-
biabilidad, y utilizando el teorema de representaciéon de Bruno de Finetti. ;Cudl modelo, e.g. f(z | 0),y
cudl distribucién inicial, e.g. w(0), escogerias?

2. Demuestra que para toda sucesion intercambiable, {X;}5°,, se tiene que Corr(X;, X;) >0

3. Sea X(") .= {X;}; un vector aleatorio tal que XM g~ [T, Po(z;;0)'. Supongamos que se escoge una
distribucién inicial ¢ € ¥, := {GIG(0; A, 3,7); v := (X, 0,7) € R x O} donde

(1 A/2

0 ) 2 Lexp {—; ((53:_1 —i—’yx)} , x>0, (1)

GIG (w5, 6,7) = 2K (V57

con

6>0,v>0, siA>0
O0y=< 60>0,v>0, siA=0
6>0,v>0, siA<O0,

y K(-) la funcién modificada de Bessel del tercer tipo con indice v. (ver Cuadro 1)

a) Encuentra la distribucién posterior fg|x (¢ | ™). ;Es ¢, una familia conjugada para el pardmetro de
intensidad de una distribuciéon Poisson?

b) Encuentra la distribucién predictiva. ;{Reconoces alguna familia paramétrica conocida?

¢) Encuentra el estimador bayesiano, i.e. E[© | X = z(], bajo una funcién de pérdida cuadratica. Hint:

Utiliza el resultado Kin(67) (6 r
r Ar 07
EZ N =———-+= (-],
17'] K (07) (7)
cuando Z ~ GIG(A, 4§, 7).

'Notacién alternativa para X; | 0 id Po(f) parai=1,...,n



4. Sea X™ como en la pregunta anterior. Si escogemos ¢ € %, := {Iga(6;a,b);v := (a,b) € R2}, donde Iga
denota la distribucién de una variable aleatoria Z = Y ! con Y ~ Ga(a,b). Ga(a,b) denota una distribucién
gamma con media a/b.

a) (Es %, una familia conjugada para el pardmetro de una distribucién Poisson?
b) (Reconoces alguna familia paramétrica conocida para la distribucién posterior?
5. Sea X ~ &(0), donde &(0) denota una familia exponencial natural en una dimensién, es decir, con funcién de

densidad dada por
f(@ ] 8) = c(x) MO,

donde k(0) := log [ €% c(x)n(dz) denota el cumulante caracteristico y 1 es la medida de conteo o medida de
Lebesgue. Encuentra las familias correspondientes cuando (identifica quién es c(x) )

a) k(0) = 62/2

b) k(0) = —In(—-0), 6<0
c) k() = —In(1—¢%), 06<0
d) k(0) = ¢?

e) k() =In(1+e?)

6. Sea X ~ Bin(n, ) con n conocido y una distribucién inicial ¢(6) = Be(6;/n/2,/n/2).

a) ;Cuél es en estimador de Bayes, d?, bajo una perdida cuadratica?
b) (Cémo es el riesgo de Bayes, r(q), para d47
¢) (Cémo se compara este riesgo de Bayes con el correspondiente al estimador do(x) = z/n, cuando n =
10,50 y 1007
7. Sea X ~ N(6,1) y q(0) = N(6;0,n).
a) Encuentra el riesgo bayesiano bajo una pérdida cuadratica. ;Cémo se comporta dicho riesgo cuando n
crece?

b) Sea n = 1. Demuestra que bajo la funcién de pérdida (6, d) = €3¥°/4(0 — d)? el estimador bayesiano es
di(z) = 2x

¢) (Cudl es el riesgo bayesiano para este dltimo estimador? ; Cémo se compara este estimador con el del
inciso a)?

8. Considérese la siguiente funcion de pérdida
10,d) = =D — ¢(9 — d) — 1.

a) Demuestra que [(6,d) > 0 y dibuja su comportamiento, como funcién de (# — d), cuando ¢ = 0,1,0,5, 1, 2.
b) Proporciona una expresion para el estimador de Bayes bajo esta funcién de pérdida.

c) Si X1,...,X, ~N(0,1) y q(0) =1, encuentra el estimador de Bayes correspondiente.



9. ;Cudl es el estimador de Bayes correspondiente a una funcién de perdida [(6,d) = |6 — d|?

10. Considérese las siguientes funciones de “pérdida intrinsecas”:

1.(0,d) = Ey [log (;Ei ; 2;)] - /Xlog (;Ez ‘| Zi) f(z|0)dz (Entropia)

2 2

lu(0,d) = Ey ( ;Ei ‘| Z; — 1) = /X < ﬁéi ; Z; — 1) f(z | 0)dr (Distancia de Hellinger)

a) Muestre que [ y [ son no-negativas e iguales a 0 cuando d = 6.

b) Bajo que condiciones d = 6 es solucién tnica de l.(6,d) =0 (I (6, d) = 0 respectivamente)

¢) Proporciona expresiones para ambas funciones de pérdida cuando X | 6 ~ N(0, )
)

d) Si X | 0 ~ Ga(e,0) y q(0) = Ga(#;v,x0) encuentra el estimador de Bayes para 6 bajo la funcién de

pérdida de Hellinger.

11. Sea X ~ N(z;60,1) y supén que se escoge una distribucién inicial con densidad
1 1
q(0) = SN0 p1, 1) + SN(G; —ps, 1)

a) Encuentra la distribucién posterior.
b) Encuentra el estimador bayesiano bajo una funcién de pérdida cuadrética.
¢) Encuentra la distribucién predictiva.
12. Supdngase que se observa una variable aleatoria con funcién de densidad dada por f(z | 0) = =1 I(0 < x < 6)

y ademds se asume una distribucién inicial ¢(6) = 0 e~% I(6 > 0). Encuentra el estimador bayesiano bajo una
funcién de pérdida cuadratica.

13. Sea {X;} ; una muestra aleatoria con distribucién Pareto(c, 3), cuya funcién de densidad estéd dada por

8
fla) = fgﬂ I(x >7), B,y>0

Supéngase que observamos Y = min{X3,..., X,,} y que v es conocida pero  no.

a) Muestre que 7 € ¥, := {Ga(B;a,b); v := (a,b) € R%} es una familia conjugada para el pardmetro (3

b) Encuentra el estimador bayesiano bajo una funcién de pérdida cuadratica.

Funciones de Bessel modificadas

Propiedades Expansion Asintética cuando x | 0
1- K_,(z) = K,(2) 1- Ky(z) ~iT(w) ()™, v>0
2.- Kypp(z) = /9=e™" 2.- K,(z) ~ s0(-v) (%)", v <0
3- Kyie(z) > Ky(x), v,e,2>0 3.- Ko(x) ~ —log(z)

4- Kyi1(z) = 2K, (2) + K,_1(2)

Representacién integral Expansion Asintética cuando x 1 oo

Ky (2) =3 [y texp (<3 (y+y ™)) dy K,(z)~ /e
Derivadas 0/0z

1.- K\(z) = —K;(x) 4- (logK,(x)) =% — Ry,(x)
2 K)(r) = 3 (Koa (o) + K1 (2))
3- K (r) =YK, (x) — K,11(x) donde R, (x) := KK%ES)’ x>0

SUERTE!



