Distribucién predictiva para procesos normalizados

Ramsés H. Mena

Complemento de curso sobre medidas aleatorias



Predictiva
.

Distribucién predictiva

Teo: Si {X;}°; son intercambiables con medida de de Finetti,
N-Prior(a, /), entonces

a(B
P(X; € B| X1) = (‘9)[‘9 — T, +x,(B)Z, (1)
donde
Z, ::a/ ue_aw(”)/ vZe "y (dv)du
R+ R,
Yy

(o) = /R (1- e )u(dx)
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]

Caso mds general

Si definimos
(n) a -
n — n—1 _—ay(u)
M (n,.nk) 10 /]R+U e jl:[lunj(u)du (2)
donde
pn(u) ::/ vle ™"y (dv)
Ry
Entonces
k
n n a(B 1 n
PO € 81X = “P 4TS o 8) )
J:

donde {X- _;(:1 denotan los k valores distintos en X(") := (X,...,X,) y
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Caso mds general

m a7 (m . g 1)

yparaj=1,...,k
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Interpretacién de FPPI

A I'IS(")(nl, ..., nk) se le conoce como la Funcién de Probabilidad sobre
Particiones Intercambiables (FPPI) y se interpreta como:

La probabilidad de obtener k valores diferentes, en una muestra
intercambiable discreta de tamafio n, con la configuracién de frecuencias

ng = (ny,...,nk)
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Interpretacién de FPPI

A I'IS(")(nl, ..., nk) se le conoce como la Funcién de Probabilidad sobre
Particiones Intercambiables (FPPI) y se interpreta como:

La probabilidad de obtener k valores diferentes, en una muestra
intercambiable discreta de tamafio n, con la configuracién de frecuencias

ng = (ny,...,nk)

= Los pesos de la distribucidn predictiva dependen (inicamente de
cuantos valores distintos k hay en la muestra X(") y las frecuencias
absolutas con esos que se repiten ny.
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El Proceso de Dirichlet

o v(dx) = £~ dx

T, = = 4
, TAREA = (4)



Ejemplos relevantes
°

El Proceso de Dirichlet

1 r(n)
u)= vie " (dv :/ v lem(uHlvyy = (5)
() = [ e (e = iU
Entonces simplificando
ak £
”(k")(nl ,ng) = TAREA = H(n’_l)l (6)



Ejemplos relevantes
°

El Proceso de Dirichlet

Entonces,
NON a Mn+1)F(n+a) a
O T al(n+a+1)(n) a+tn
y
(m _  Tn+ Dl (n+a) n
w; n; = n;
J Fn+a+1F(n) n+a
para j = 1...., k. Finalmente la distribucién predictiva se simplifica como
a «B) LI
P(Xp1 € B|XM) = +> 1 6x:(B) (7)

a+tn’J
:1+
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°

El Proceso de estable normalizado

o v(dx) = cx (M dx, ~e€(0,1)

I, = a/ uead’(“)/ vZe "y (dv) du
0 0

0 g 0L
= a ue B! v Te "dvdu
0 0

1—~)uY

% | _ada=ms
= acr(2—7)/ ul e v du
0
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°

El Proceso de estable normalizado

pn(u) = /000 vle "y (dv)

o0
= c/ v em v gy
0

= c " (n—7).
También

o r=y)u”

I'Iinjll (n 1,,..,nk,1)zck+1r Hr(n, ’y)/ (k+D)y—1 =2 TEZHE
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°

El Proceso de estable normalizado

Entonces
k . _a cr(1—~)u”
(1 —y) TI T (ni —7) fy~ utktr—1e v du
W — 2 i=1 _ 57
0 n k 00 _a cl(1—~y)u? n
kK TI T (ni—n) [y ukr—le v du
i=1
y

HS(”H)(nl,...,nj+1,...,nk) = ck(nj—l)Hr(n;—v)x
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El Proceso de estable normalizado

Resultando en

y por lo tanto

P(Xn+1 € B\X(")> :vﬁa(B

~—

a



Estructura de agrupamiento
°

Entendiendo la FPPI

Dado un conjunto finito F, una particion de F en k grupos es una
coleccién de conjuntos disjuntos no-vacios {Az, Az, ..., Ax} cuya unién

es F,ie. F=U A;, con Ai£0Vjy AiNA; =0 parai#j
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Entendiendo la FPPI

Dado un conjunto finito F, una particion de F en k grupos es una
coleccién de conjuntos disjuntos no-vacios {Az, Az, ..., Ax} cuya unién

es F,ie. F=U A;, con Ai£0Vjy AiNA; =0 parai#j

] 77[’;] Conjunto de particiones del conjunto [n] :={1,...,n} en k grupos, e.g.
7)[24] = {{123,4},{124,3},{12,34},{134,2},{13,24},{14,23},{1,234}}

Sk = 1 f (1)1 (%) (k — i) —Ndmeros de Stirling del 2 tipo, indican el nimero de
formas de particionar un conjunto [n] en k conjuntos no-vacios S, = #P[kn],e.g. 5(4,2)=7
Conjunto de todas las particiones de [n]

® Pl = Uﬂzlpfn]

By = 30y Sk = Sy b S0 ) —Niimeros de Bell, e.g.
By =1,B3 =58, = 1585 =52,..., Bip = 115975

Si |Aj| = {el niimero de elementos en A;} entonces la sucesién (|A1],...,|Ax|) de tamafios de
grupos de una particién de [n] define una
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Estructuras combinatdricas

@ C,: conjunto de composiciones de n e.g. (—orden importal)
¢ =1{[4],11,3],[1,1,1,1],[3,1], [2, 2], [1, 2,1],[2,1,1],[1, 1, 2]}
@ pp: particién de un entero n (no [n]|!!) e.g.(—orden no importal)
ps = {[4]7 [37 1]? [27 2]7 [27 1, 1]7 [17 L1, 1]}
Ex: P = {{{1}, {2}, {3}}, {{2, 3}, {1} }, {{1, 3}, {2} }, {{3}, {1, 2}}, {{1,2,3}}}
C3 = {(17 1, 1)7 (2’ 1)7 (17 2)7 (3)}
Entonces se necesita cumplir

n®1,1,1) +3«nNP2, 1)+ nP3) =1

en general
- n 1 _
ng)

donde la segunda suma corre sobre todas las composiciones de n con k partes

= Se reduce de B, a #C, = 2""!, todavia muy grande!!
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@ Una muestra de tamafion, X; ~ P, i =1,...,n con

P ~ N-Prior(a, v)
e = PXi=X]|>0,Vi#j
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Estructura de agrupamiento

@ Una muestra de tamaio n, X; " P,i=1,...,ncon
P ~ N-Prior(a, v)
e = PXi=X]|>0,Vi#j
Entonces los n datos pueden particionarse en en:

o K, = k clases, tal que dos observaciones pertenecen a la misma
clase si éstas coinciden.

@ Las K, clases tienen frecuencias Ny, No , ..., Nk, , tal que
K
Zi:nl Ni,n =n
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Estructura de agrupamiento

Paracadan>1y 1< k<nsea

ﬂi”)(nl, ..., ng) = P(datos en k clases con frecuencias ny, ..., ng)

=- Una FPPI bien definida!

(1) I'Ig(")(nl7 ..., Ng) es invariante con respecto a permutaciones de
ni, ..., ng (intercambiable)

(2) Se tiene la siguiente regla de adicién

ﬂE{")(nl,...,nk):I'Ig('fll)(nl,.. N, 1 —{—an{nj_ll nl,...,nj—{—l,...,nk)

La coleccién {M{" : 1< k < n, k > 1} define una FPPI
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Distribucién predictiva

Supongamos que Xi, ..., X, toman k valores distintos X{',..., X y n;
de éstos son iguales a XJ* Entonces

I_I(n+1)n,...,n,1
P[Xp+1 = nuevo|Xi,..., X,] = k+(1n)( 1 k1)
I_Ik (nl,...,nk)

n(”+1)

. ny,....,ni+1,....n
P[Xos1 = X [ Xty .., X = —K (ns / k)

I'IS(")(nl, ey nk)
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FPPI derivadas del proceso de Dirichlet

Proceso de Dirichlet

ak al
(a)n j:1(nj - 1)!

I'IE(")(nl, ceey nk) =

La distribucién (inicial) para K, (No. de obs. distintas) estd dada por

gk

(a)n

donde s(n, k) para n > k > 1 denota los niimeros de Stirling del primer
tipo. (Ndmero de permutaciones de n elementos en k grupos)

P[Kn = k] = [s(n, k)| (8)
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Figure: Distribucién de K, cuando P~ Dio,py) ¥ 8 varia.
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FPPI derivadas del proceso de gamma-generalizado

v(dx) = @(P(—FT(;—WdX, cono € (0,1)yr>0

P[K, = k] = Ur”kanz_f(" ) 6'/0r< ;;6),

1=

donde f:=717/0y

¢(n ko) = kl!zk:(—l)j (6)(_1-0)”

denota el coeficiente factorial generalizado.
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@ (3 controls the location of the distribution (81 = E(K,) 1);
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0 5 15 20 25 35 40 45 50

@ o controls the flatness (0 T = flatness 1).



Aplicacion BNP
°

Estadistica Bayesiana NP

Sia {X;}?2;, un conjunto de v.a.'s con valores en X, se les modela
mediante intercambiabilidad con medida de de Finetti no-paramétrica

resultante de un subordinador de Lévy normalizado entonces:
o Si X es discreto:

X" p, P P(apy)

@ Si X es continuo:

X;"pP, P(B)= /Ke(B)G(dﬁ)» G 2(ak)

donde Ky(-) es un kernel absolutamente continuo, y G es un proceso

normalizado con medida &2 inducida por la seleccién de v.

NOTA: agrupamiento a nivel de los parametros 's = agrupamiento
a nivel de las observaciones X;'s



Aplicacion BNP
°

Estadistica Bayesiana NP

o ; Cémo elegir & (v(dx) dentro del mundo de procesos
normalizados?

@ Hasta el momento la eleccidn es escoger el modelo tan general como
sea posible/operacional /adecuado

@ Una vez hecho esto el proceso dependerd de parametro(s), e.g. a en
el Dirichlet, -y en el estable o (o, 3) en el gamma generalizado.
@ j Como elegir dichos parametros?

e Informativo: Si se tiene informacidn acerca del nimero de grupos
subyacente a los datos X;'s, entonces se puede(n) escoger el/los
pardmetro(s) de tal forma que la P[K,, = k] correspondiente tenga
moda en dicho nimero.

o No informativo: Escoger el/los parametro(s) de tal forma que la
P[K,, = k] sea lo mas uniforme posible
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