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En diversas aplicaciones los modelos ARMA(p, q), o in-
clusive los ARMA(p, q) ⇥ (P,Q)s, no son suficientes para
explicar la estructura de dependencia subyacente a los da-
tos. Esto último nos lleva a considerar modelos más comple-
jos que comúnmente conllevan a modelos no lineales o no
Gaussianos. En las secciones subsecuentes estudiaremos los
modelos de heteroscedasticidad condicional autorregresi-

va denotados por (ARCH) y algunas de sus generalizacio-
nes. Los modelos ARCH surgen con el trabajo de Engle
(1982) al tratar de modelar los rendimientos correspondien-
tes a series financieras.

24. Motivación

Supóngase que Xt denota el valor de una acción financie-
ra al tiempo t, entonces el retorno, rendimiento o ganancia
relativa, Yt, de la acción al tiempo t es

Yt =
Xt �Xt�1

Xt�1
(86)

lo que implica que Xt = Xt�1(1+Yt), claramente Yt repre-
senta el porcentaje de cambio del periodo t� 1 al periodo t.
Si tomamos el logaritmo natural y diferenciamos una vez se
obtiene

r[ln(Xt)] = ln(Xt)� ln(Xt�1) = ln(1 + Yt)

Si el porcentaje Yt permanece relativamente pequeño, en-
tonces ln(1 + Yt) ⇡ Yt. Cualquiera de los dos, r[ln(Xt)] ó
(86), son validos y se les conoce como el rendimiento.

En la Figura 11, se muestra la ACF correspondiente a los
rendimientos y sus cuadrados, como se puede observar la
ACF de los rendimientos no es aparentemente significati-
va, mientras la correspondiente a los cuadrados es altamente
significativa. Otra observación interesante (en cualquiera de
los dos gráficos) es que existen periodos o grupos (clusters)
de alta o baja dispersión. Es decir, desviaciones grandes (pe-
queñas) de la serie con respecto a su nivel van seguidas de
variaciones grandes (pequeñas). Por lo tanto, la volatilidad
de la serie, condicionada por su historia reciente, presenta
algún tipo de inercia o dependencia.

Los modelos que a continuación revisaremos se ajustan
bien a este tipo de datos.
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Figura 11: ACF muestral de los rendimientos, yt, y sus cuadra-
dos, asociados una serie observada de la acción de Motorola.

25. Modelos de heteroscedasticidad condicional auto-

rregresiva (ARCH)

Para entender los conceptos de una forma más clara ana-
lizaremos el modelo ARCH(1) dado por

Yt = �t "t (87)
�2
t = ↵0 + ↵1 Y

2
t�1, (88)

donde "t
iid⇠ N(0, 1). De la misma forma que en los mode-

los ARMA, algunas restricciones se deben de imponer sobre
los parámetros. La más obvia es que ↵1 � 0, de otra forma
�2
t podrı́a ser negativa. De la notación en (88) se ve clara-

mente la dependencia sobre el cuadrado de los rendimientos
pasados, tal y como lo require los datos de la Figura 11. Con-
dicionado en el valor de Yt�1, Yt es Gaussiano

Yt | Yt�1 ⇠ N(0,↵0 + ↵1 Y
2
t�1), (89)

lo cual establece una dependencia de tipo Markoviana.
De forma alternativa, el modelo ARCH(1) se puede escri-

bir como un modelo AR(1) en {Y 2
t }. Para ver esto, observe-

mos que las ecuaciones (87), (88) se pueden escribir como

Y 2
t = �2

t "
2
t

↵0 + ↵1 Y
2
t�1 = �2

t ,

por lo que

Y 2
t � (↵0 + ↵1 Y

2
t�1) = �2

t "
2
t � �2

t ,

lo cual se puede escribir como

Y 2
t = ↵0 + ↵1 Y

2
t�1 + �t, (90)
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donde �t = �2
t ("

2
t�1), lo cual claramente se interpreta como

un ruido no Gaussiano.
Dentro de las propiedades de los procesos ARCH, se pue-

de ver que

E(Yt) = EE(Yt | {Yt�1, Yt�2, . . . , Y1})
= EE(Yt | Yt�1) = 0, (91)

ya que E(Yt | Yt�1) = 0. A un proceso con esta propiedad
se le conoce como una diferencia martingala.

El proceso de “ error ”, �t, también es una diferencia mar-
tingala. Para ver esto,

EE(�t | {Yt�1, Yt�2, . . . , Y1}) = EE(�t | Yt�1)

= E{�tE("2t � 1)}
= 0 (92)

Tarea: Usa (92) para ver que Cov(�t+h, �t) = 0 y
⇢(�t+h, �t) = 0 ası́ como también ⇢(Yt+h, Yt) = 0.

Si la varianza de �t < 1 y 0 < ↵1 < 1, entonces se pue-
de hablar de un proceso AR(1) causal para {Y 2

t }, y por lo
tanto E(Y 2

t ) y Var(Y 2
t ) deben de ser constantes con respecto

a t. Esto implica que

E(Y 2
t ) = Var(Yt) =

↵0

1� ↵1

Var(Y 2
t ) = E(Y 4

t ) =
3↵2

0

(1� ↵1)2
1� ↵2

1

1� 3↵2
1

, si 3↵2
1 < 1

Tarea: Prueba las igualdades anteriores.

Usando estos resultados se puede ver que el coeficiente

de curtosis, , de Yt es

 =
E(Y 4

t )

[E(Y 2
t )]

2
= 3

1� ↵2
1

1� 3↵2
1

(93)

que es más grande que 3, la curtosis correspondiente a la dis-
tribución Gaussiana. Entonces, la distribución marginal de
los rendimientos {Yt}, es leptocúrtica, es decir, tiene colas

pesadas, al menos más pesadas que la distribución normal.

Tarea: Demuestra que la ACF correspondiente a Y 2
t esta

dada por ⇢Y 2
t
(h) = ↵h

1 � 0, para toda h > 0.

La generalización del proceso ARCH(1) al proceso
ARCH(m), es decir con rezago de orden m en los cuadra-
dos, esta dada por (87), pero con

�2
t = ↵0 + ↵1 Y

2
t�1 + · · ·+ ↵m Y 2

t�m. (94)

De forma análoga a los procesos ARMA, los procesos
ARCH(m) también pueden ser generalizados para incluir la
parte de “ promedios móviles ”. Esto último, resulta en los

procesos ARCH generalizados (GARCH(m, r)) introduci-
dos por Bollerslev (1986), alumno de Engle, y están defini-
dos por (87), pero con

�2
t = ↵0 +

mX

j=1

↵j Y
2
t�i +

rX

j=1

�j �
2
t�j . (95)

De manera análoga a los modelos ARCH, los modelos
GARCH también pueden ser escritos como un modelo AR-
MA no Gaussiano. A manera de ilustración, consideremos
el caso de un proceso GARCH(1, 1), es decir

�2
t = ↵0 + ↵1 Y

2
t�1 + �1 �

2
t�1.

Bajo la condición ↵1 + �1 < 1, podemos escribir

Y 2
t � �2

t = �2
t ("

2
t � 1) (96)

�1(Y
2
t�1 � �2

t�1) = �1�
2
t�1("

2
t�1 � 1), (97)

y substrayendo (97) de (96) se tiene

Y 2
t = ↵0 + (↵1 + �1)Y

2
t�1 + �t � �1 �t�1, (98)

donde �t = �2
t ("t � 1).

Es importante señalar que en estas interpretaciones, de los
modelos ARCH y GARCH como AR y ARMA respectiva-
mente, el ruido en cuestión, {�t}, también se puede ver co-
mo un ruido blanco ya que no esta correlacionado. Sin em-
bargo, claramente existe una dependencia temporal en dicho
ruido.

Tarea: Demuestra que el coeficiente de curtosis correspon-
diente a un modelo GARCH(1, 1), con ↵1 + �1 < 1, esta
dado por

 =
6↵2

1

1� �2
1 � 2↵1�1 � 3↵2

1

La estimación de los parámetros en modelos GARCH
se puede implementar mediante estimación máxima ve-

rosı́mil condicionada. Por ejemplo, en el caso de un modelo
ARCH(1), la verosimilitud de {y2, . . . , yn} condicionada en
y1 esta dada por

L(↵0,↵1 | y1) =
nY

t=2

N(yt; 0,↵0 + ↵1y
2
t�1) (99)

Esta verosimilitud se puede maximizar mediante métodos
numéricos.

Existen muchas otras generalizaciones de los modelos
ARCH, por ejemplo, intercambiando "t por otro tipo de dis-
tribuciones que consideren colas más pesadas o con algún
tipo de asimetrı́a.
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26. Un modelo ARCH(1) estrictamente estacionario

Supóngase, que dado un nivel de volatilidad al tiempo t,
digamos �2

t , los rendimientos, Yt, se distribuyen Gaussia-
nos. En notación, podrı́amos escribir como antes Yt = �t "t
o alternativamente Yt | �t

ind⇠ N(0,�2
t ). Ahora, también

supóngase que la volatilidad sigue una distribución gamma

inversa, es decir, el inverso de una gamma.
Recordemos que si Z ⇠ Ga(a, b), entonces la correspon-

diente función de densidad esta dada por

Ga(z; a, b) =
b a

�(a)
za�1 exp{�b z}, (100)

donde a > 0 y b > 0. Por lo tanto, otra variable definida
como W = 1/Z tiene función de densidad

Iga(w; a, b) =
b a

�(a)
w�a�1 exp{�b/w}, (101)

donde Iga denota el inverso de una distribución gamma.
Ası́ pues, se tiene

Yt | �2
t

ind⇠ N(0,�2
t ) (102)

�2
t

iid⇠ Iga(⌫/2, ⌫�2/2). (103)

Con esto se puede ver, que el nivel de volatilidad, �2
t condi-

cionado sobre el valor previo del rendimiento, Yt�1 se dis-
tribuye gamma, es decir,

�2
t | Yt�1 ⇠ Ga

✓
⌫ + 1

2
,
Y 2
t�1 + ⌫�2

2

◆
. (104)

Con esta última ecuación se establece una relación entre Yt
y Yt�1 a través de �2

t , sin embargo esta relación esta con-
dicionada a un valor especifico de �2

t . Si integramos sobre
todos los posibles valores de �2

t obtenemos

f(yt | yt�1) =

Z

R+

N(0, z�1)Ga
✓
z;

⌫ + 1

2
,
y2t�1 + ⌫�2

2

◆

= St
✓
yt; 0,

y2t�1 + ⌫�2

⌫ + 1
, ⌫ + 1

◆
(105)

donde St(x;µ, s, ⌫) denota la densidad de una distribución t
de Student con media µ, varianza s y ⌫ grados de libertad.

El modelo (105) también se puede escribir como

Yt =

s
Y 2
t�1 + ⌫�2

⌫ + 1
⇠t, ⇠t ⇠ St (yt; 0, 1, ⌫ + 1) . (106)

Nótese, que este modelo se puede escribir como en (87) y
(88) con la diferencia que en este caso los ruidos no son
Gaussianos y ↵0 = ⌫�2/(1 + ⌫) y ↵1 = 1/(1 + ⌫).

Una de las ventajas más importantes de este modelo es
que si asumimos Y1 ⇠ St (yt; 0, 1, ⌫) y f(Yt | Yt�1) esta
dado como en (105) entonces el proceso es estrictamente

estacionario, por lo cual no hay ninguna necesidad restringir
los parámetros ⌫ y �.

Se puede demostrar que si ⌫ > 4 se tiene ⇢Y (h) = 0 y
⇢Y 2

t
(h) = (1� ⌫)�h.

Este proceso se puede simular fácilmente:

Y1 ⇠ St (yt; 0, 1, ⌫)

�2
2 | Y1 ⇠ Ga

⇣
⌫+1
2 ,

Y 2
1 +⌫�2

2

⌘

Y2 | �2
2 ⇠ N(0,��2

2 )

...

�2
t | Yt�1 ⇠ Ga

⇣
⌫+1
2 ,

Y 2
t�1+⌫�2

2

⌘
.

Yt | �2
t ⇠ N(0,��2

t )

...

Muchos otros modelos se pueden encontrar si se cambia
la distribución de la Ga(·, ·) por otra más conveniente, según
se requiera.

Tarea (opcional): Hacer un programa en R (o el lenguaje
de preferencia) que implemente el algoritmo anteriormente
descrito. Utilice esta implementación para simular una serie
de datos con una elección de � > 0 y ⌫ > 0 dada. Verifica
que ⇢Y 2

t
(h) = (1�⌫)�h. Qué sucede cuando ⌫ = 1? Simula

varios escenarios variando � y con ⌫ = 4. Cuál es la labor
del parámetro �?

22


	Presentación
	Bibliografía recomendada
	Software
	Algunos conceptos básicos de procesos estocásticos
	Cantidades Muestrales
	Función de autocorrelación (ACF)
	Transformación del modelo clásico a estacionaridad.
	Estimación y eliminación de tendencia en ausencia de estacionalidad
	Estimación de mt por mínimos cuadrados
	Método de diferenciación
	Suavizamiento con filtros de promedios móviles finito

	Eliminación de tendencia y ciclicidad
	Estimación de la tendencia y ciclicidad
	Método de diferencias

	Transformación de Box-Cox
	Residuales
	Dependencia
	Normalidad

	Enfoque general en el estudio de series de tiempo
	Modelos Autoregresivos (AR)
	Caso AR(1)

	Modelos de Promedios Móviles (MA)
	Proceso de promedios móviles infinito
	Modelos ARMA
	ACF ARMA
	Identificación y PACF
	Función de autocorrelación parcial PACF

	Predicción
	Estimación
	Método de momentos
	Criterio AICC 

	Modelos ARIMA
	Pasos para el ajuste de un modelo ARIMA
	Inspección gráfica de los datos y transformación de los datos a estacionariedad
	Identificación del orden y estimación de parámetros
	Diagnóstico de residuales

	Modelos ARMA multiplicativos
	Motivación
	Modelos de heteroscedasticidad condicional autorregresiva (ARCH)
	Un modelo ARCH(1) estrictamente estacionario
	El caso AR(1)
	Modelos discretos de transición Markoviana
	Modelos discretos basados en adelgazamiento

