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Capitulo 1

Algebra Elemental

1.1. Conceptos Fundamentales de Algebra

1.1.1. Los Numeros Reales

Trabajaremos con los nimeros reales todo el tiempo, por lo tanto, una buena idea
es conocer sus propiedades basicas. Muchas de éstas parecen obvias e inocentes y por este
motivo gran cantidad de personas no las toman en cuenta, sin embargo, cuando avanzan
en el estudio de las matematicas, tienen serios problemas al tratar de comprender los ma-
nejos algebraicos mas comunes.

Antes de enunciar las propiedades de los ntimeros reales, vamos a definir varios
conjuntos importantes.

1.1.2. Conjuntos de Nimeros

Para las finalidades de estas notas consideraremos como primitivos los conceptos
de “conjunto, elemento y pertenencia”, y los manejaremos en la forma intuitiva usual;
es decir, los elementos pertenecen a conjuntos y un conjunto estd formado por todos sus
elementos. Asi pues, dos conjuntos son iguales si y solo si, tienen los mismos elementos.

Al conjunto de los nimeros que utilizamos para contar, {1,2,3,4,...}, le llama-
remos el conjunto de los nimeros naturales. A este conjunto lo denotaremos como N.
Asi, podemos construir otro conjunto formado por los naturales unién el cero; N[ J{0} =

{0,1,2,3,.. .}.

Otro conjunto importante es el de los ntimeros enteros:

Z={.,-3,-2,-1,01,23,.. .}



1.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA Algebra y Célculo

Los numeros racionales estaran formados por el cociente de dos nimeros enteros
(siempre y cuando el denominador sea distinto de cero):

Q={m/n:meZnecZyn#0}.

Es claro que la contencién entre los conjuntos de niimeros que enunciamos anterior-
mente estd dada de la siguiente forma:

NcZcQ.

Ahora definiremos el conjunto que méds nos interesara, el conjunto de los nimeros
reales. A éste conjunto lo denotaremos con el simbolo R y formalmente se puede probar
que Q C R. Para tener una idea de quienes son los nimeros reales, podemos imaginarnos
una recta, en donde cada punto en la recta representa un nimero real (figura 1.1).

Recta real

Figura 1.1: Recta real

Al conjunto RNQ° = R—Q se le conoce como el conjunto de los niimeros irracionales.

1.1.3. Propiedades de los Numeros Reales

Normalmente en dlgebra y en general en matematicas utilizamos simbolos o letras
para denotar a los nimeros, jpor qué?. A continuacién se enunciaran las propiedades de
R y el porqué del uso de letras en vez de ntiimeros serd evidente.

1. Conmutatividad en la Suma (Adicién)
La suma de cualesquiera dos ntimeros reales es conmutativa:

34+45=5+3, 1.37+V3=v341.37, -10.74+2=2-10.7 = 2 + (-10.7).

2



CAPITULO 1. ALGEBRA ELEMENTAL Algebra y Céleulo

Para ser mas rigurosos y economizar espacio, podemos escribir:

sean a,b € R tales quea+b=0b+aVa,b € R.

2. Asociatividad en la Adicién
Sabemos que siempre se cumple que:

130 = 10 4+ 120 = 10 4 (100 4 20) = (10 4+ 100) + 20 = 110 + 20 = 130.
De forma general:

sean a, b, c € R tales que a + (b+c¢) = (a + b) + c.

Después de enunciar la propiedad conmutativa y asociativa debe ser claro el porqué es
conveniente usar letras en vez de niimeros. Sin embargo, si esto no es asi, la respuesta
es muy sencilla; lo que buscamos en matematicas es dar o manejar afirmaciones que
sean validas para cualquier ntimero dentro un conjunto de niimeros, en este caso
para cualquier niimero real y si éste es nuestro objetivo, no podemos remitirnos sélo
a unos cuantos casos particulares, tenemos que buscar afirmaciones para cualquier
numero dentro del conjunto, y esto lo hacemos asumiendo que una cierta letra puede
tomar cualquier valor dentro del mismo conjunto. De aqui en adelante procederemos
sélo de ésta forma.

3. Neutro Aditivo
O+a=a+0=a VaecR.

4. Inverso Aditivo
a+(—a)=(—a)+a=0 VaceR.

5. Conmutatividad en la Multiplicacion

ab=ba Va,becR.

6. Asociatividad en la Multiplicacion
a(bc) = (ab)e Va,b,c € R.
7. Neutro Multiplicativo

1(a) =(a)l=a VYaecR.

8. Inverso Multiplicativo
SiaeRya#0, entonces

(0)-()--

w



1.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA Algebra y Célculo

9. Propiedad Distributiva (que involucra a la adicién y multiplicacién de
nimeros reales)
a(b+c) =ab+ac Va,b,c € R;

(a+b)c=ac+bc Va,b,ceR.

Ejemplo 1
(a+b)(c+d)=(a+b)c+ (a+b)d = ac+ bc+ ad + bd,

de forma totalmente andloga podemos hacer
(a+b)(c+d)=alc+d)+blc+d) =ac+ ad+ bc+ bd,

y como vemos el resultado es el mismo. Por la propiedad distributiva también pode-
mos ir “al revés”

ac+ad+bc+bd = alc+d)+blc+d)
= (a+b)(c+d).

A éste procedimiento le llamaremos factorizacién, pero lo veremos maés adelante con
mayor detalle.

Ejemplo 2 Sean a,b,ceR. Sia+b=c+b = a=c
Demostracion:

a+b=c+b= (a+0b)+(-b)=(c+0b)+(—b) sumar (—b)
= a+ (b+(=b)) =c+ (b+ (-b)) asociatividad en la adicién
= a+0=c+0 inverso aditivo

= a=c neutro aditivo.

Teorema 1. Sia € R= (a)0 =0.

Vamos a utilizar las propiedades (1)-(9) de los ntimeros reales para la demostracién
del teorema.

Demostracion:
(a)0 = (a)(0+0) neutro aditivo
= (a)0+ (a)0 distributiva
= (a)0+[(=a)0] = [(a)0 + (a)0] + [(=a)0] sumar (—a)0
= [(a)0+ (—a)0] = (a)0 + [(a)0 + (—a)0] asociatividad en la adicién
= 0=(a)0+0 inverso aditivo
= 0=(a)0 neutro aditivo.



CAPITULO 1. ALGEBRA ELEMENTAL Algebra y Céleulo

Observaciéon 1. Como demostramos que si a € R = (a)0 = 0, de donde se sigue
que no puede existir tal cosa como: 0 (%) = 1, entonces el 0 no puede tener inverso
multiplicativo. Para ver esto, supongamos que el 0 tiene inverso multiplicativo como lo

vimos Ya € R = (a)0 = 0. Si 0 existe, entonces, para cualquier a € R

ax0= 0 Teorema 1

o a0 (B =on (1) mar (1)
= a(Ox <(1))

1
) =0 x <) asociatividad en la multiplicacién
= a(l)

=1 inverso multiplicativo

= a=1 neutro multiplicativo,

. 1 . . . .
de donde se sigue que — mo puede estar definido, pues si lo estuviera sdlo existiria el

numero real 1, que claramente es falso.

Otro resultado muy importante que se usa frecuentemente es el siguiente:

Proposicion 1. Sia,beR yab=0 = a=00b=0 y puede ser quea =0y b=0.

Demostracion:

Por casos:

Caso1l)Sia=0yb=0 = ab=0.

Caso2)Sia#0yab=0 = (1/a)ab=(1/a)0 =1xb=0 =0b=0.
Caso3)Sib#0yab=0 = (1/b)ab=(1/b)0 =1%xa=0 = a=0.

A continuacién enunciaremos varias propiedades que todos conocemos muy bien, sin

embargo, no las demostraremos. Lo que debe quedar claro es que no son “magicas”, y
pueden ser demostradas a partir de las 9 propiedades de los reales.

Vamos a definir la resta como: a —b=a+ (—b) Va,b € R, la suma de un nimero
negativo. La divisién se define como: a = b = a(1/b) = (a/b). Cominmente en los libros

5



1.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA Algebra y Célculo

suele manejarse como:
(1/b)=b"t=a=+b=(a/b) =ab '

a numerador
Recordemos que —

5 = denominadep Y2 vimos que (a/b) solo esta definido si b # 0.

1.1.4. Suma y Multiplicacién de Fracciones

1. Multiplicacién de fracciones

()@ =()o) =« )G =6

2. Suma de fracciones con el mismo denominador

E_a—i—c
b b

® 4
b
A partir de las de las propiedades anteriores (1) y (2) obtenemos la siguiente pro-
piedad.

3. Suma de fracciones con diferente denominador

c ad + be
d  bd

+

SaliS!

Demostracion
a ¢ a c d a b c da bec ad+ be
p o - Wyt (d) <b>+<b> (=%~

4. Cancelacion en fracciones

Tenemos que

ad _ a
bd b
Demostracién
ad a
g = d(1/)(1/d) = a(1/b)d(1/d) =
5. jLey del Sandwich!
@, c_o/b_od
b d c¢/d b
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Algebra y Céleulo

Demostracion
a d
a.c_(a/b (1) AN ad/be _
b d c/d ¢ d | cd/de
a7 \¢
Ejemplos:
5 5/1
5+2/3=— =—=-=15/2
/ 2/3  2/3 /
1/3
1/3+3/5=-—"==5/9
Ejercicios

ad/bc _ ad
1 b

1. Diga cuél propiedad se ha usado en los siguientes enunciados:

a) 4+5=5+4
b) 0+8=8

c) (— xy)—i—:vy—()
d) (x+2y)—1
e) x+y—1( )+ 1(y)

3. Resuelva lo siguiente:

a) Suponiendo que d # 0, dé el valor de z si:

1) de =d

2) d+z=d
1

3) g(ﬂc):l

b) Muestre que los siguientes enunciados son ciertos:

1) (b+7)+2=T7T+(2+0)
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2) (b+c+d)a=ab+ac+ad
3) —a+(b+a)=0

4. Demuestre que Va,b,c € R = a(b—c¢) = ab — ac, y en cada paso anote la
propiedad o definicién que se usé.

1.1.5. Exponentes y Radicales

.. .y . 1
Observacién 2. Con la definicion anterior, tenemos que a™" = — con a # 0.
a

Propiedades de los exponentes:

1. a™a® = g™t

2. (a™)" =a™
3. am/n — (am)l/n _ (al/n)m
4. (ab)™ =a™b"
. a\™ a”
a®™™ si n>m
6. Sia#0 = g—l= aml_n si m>n
1 si m=n

Todas las propiedades anteriores pueden demostrarse partiendo de la definicion, en
este caso s6lo demostraremos la propiedad (6):

a" ™™ sin—m>0

a” 1

—=a = st0>n—m = m—n>0
a am—n

a=1sin=m = m-n=0

8



CAPITULO 1. ALGEBRA ELEMENTAL Algebra y Célculo

Ejemplos:

(3X3Y4)(4XY?) = 12X4Y?

2X\F (YN _axoys a4y

Y X3) y?Xx® X3
8X*Y 5  2X*!

4X-y3 v

1 1 Y2+ X2
X247 xaTys  (XY)2 XY (YZ4+X?) yZyx?
(xy)™ 1 L (XY)? Xy
XY XY

(2)(77,4—1)2 X3—n 4x2n+2 X3—n 4 4
" X 2(n+1) (X")2 = X 2n+2 X2n = X2n—3+n = X 3n—3

Ejemplos:

3/1/32 =47, se necesita un nimero z tal que z° = 1/32
(1/2)° = (1/2)(1/2)(1/2)(1/2)(1/2) = 1/32 = /1/32=1/2

v/81 =7, se necesita un ntimero z tal que z* = 81

32 =3%3%3x3=81 = +V81=3

//—8 =7, se necesita un nimero z tal que 23 = —8

(-2 = (-9(-D(-2) = -8 = YF=-2

V16 =4 pues 42 = 16
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Nota: VVa" =asia>0o0sia<0ysin esimpar.
Observacién:Va? = |a|, més adelante se tratard con mayor detalle.

Ejemplos: Reducir en su forma més simple (todas las letras satisfacen las condi-
ciones necesarias para que exista la raiz):

n J/a2(a+b)>3Va+ b= Va2\/(a+b)3Va+b
~lal @@+ b2+ )
= |a|(a + b)?
= a(a + b)?

x2y4 B <X2Y4)1/2 B (X2Y4)1/2 XYy?2 B y4/2-1/2 B y3/2 B VY3

X6y X6y C O (XSY)l/2 o x3yl/2 o X2 X2 X2
270 27a*dY?  V323a*Vb  3a*V/3b
c3d* N 03/2d2 N vV ec2d? N cdz\/E

V8uZv3V4audv? = {/(8uv3)(4udv?) = V32uSvd = V22uluvtv = 2uv+/2uv

WZ ((X2X2X2Y2Y2Y2Y2Y)1/2)1/3
— (X3Y3YY1/2)1/3
—_ nyl/3yl/6
_ ny2/6yl/6
= XYY3/6
= XYYyl/?
= XYY

1 (1 VX3 VX3 XVX VX
\/F‘(\/F) VXs) T X8 T XF T X2

10



CAPITULO 1. ALGEBRA ELEMENTAL Algebra y Céleulo

1 VX1
VX+1  X+1
1 a—\/l; a—\/g

“atvb (@t+vB)a-vb) a—b
VX VXWX -1  X-VX

TVX+1l (WX+)WX-1) X1

(X =Y)2=|X-Y|
Ejercicios

= Exponentes. Simplifica cada expresién realizando las operaciones correspondientes y
dejando el resultado sin exponentes negativos o nulos.

Ejemplo:
° (a5b_3)(a_2[)3): (a5a_2)(b_3’b3)
— 52p—3+3
— a3b0
=a*(1) (2" =1Vzr e R)
= a3
1 B 1
* r2+y2 1 1
2 2
- y2+x2
2242
_ Ty
x2 + y?
Ejercicios:
1. (3zy®)(3zy)~?
2. (z3w_2)_1(22w0)2
3. (ab=3)(a"1p7 1)t
-1 -1
g A8
2—1
(T 2( =)
3yz Tx?
-1
6 p°q°
-\ 2

11



1.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA Algebra y Célculo

2714171

T T

= Radicales. Ejercicios:
1. /49x2y*

2. {—

Opcionales:

11
» Si2¢ =10y 5" =10. ;Cuénto vale 75?
a

. . T+ x ) T
» Sean x,y,2 € R", es decir, z,y,2 > 0 si y__ y_= jcuanto vale —7
Tr—z z Y

Ayuda: si%—g = %:%Va,b,ceﬂvﬁ

12



CAPITULO 1. ALGEBRA ELEMENTAL Algebra y Céleulo

1.2. Expresiones Algebraicas

Expresiones Algebraicas: Es una combinaciéon de nimeros y letras que represen-

tan ndmeros cualesquiera.
35 dryz + Tw
)

4db + V328w

Monomio: Es una expresion algebraica de un sélo término.
Por ejemplo, 8yz*, 5zxy, 527 /ax.

Por ejemplo, 322 — 5zy + 2y, 2a son expresiones algebraicas.

Binomio: Es una expresion algebraica de dos términos.
Por ejemplo, 5ab + 322y, ab/c — dc.

Trinomio: Es una expresién algebraica de tres términos.
. TYZz
Por ejemplo, az? + bx + ¢, 2y + — —wz.
wz

Multinomio: Es una expresién algebraica de més de un término.
wz
Por ejemplo, Tz + vy, 5z%y? + oz — w32 + — + 35yx — 12.
x

Coeficiente: Cualquier factor de un término se llama coeficiente del resto de dicho
término.
Por ejemplo, en el término 222z, 222 es el coeficiente de z, pero también puede ser 2 el
coeficiente de z%x.

Coeficiente numeérico: Si un término es el producto de un niimero por una o varias
letras, entonces dicho nimero es el coeficiente numérico de dicho término.
Por ejemplo, Tz2yz3, 7 es el coeficiente numérico de z2yz3.

Términos semejantes: Son todos aquellos términos iguales o que soélo se diferen-
cian por su coeficiente numérico.
Por ejemplo, 5xy es semejante a —15xy, w3z es semejante a 2w3z, pero —7a?b no es
semejante a 4a3b°.

Polinomio: Son expresiones del tipo ag+az+asz?+- - -+a,z™, donde ag, a1, as, . .., an
son numeros reales, y son los coeficientes del polinomio. Al simbolo z se le llama indeter-
minada. ag, a1z, asx?,..., a,x™ son los términos del polinomio.

b
Por ejemplo, 2z, v/32%y, 2a%b% + V/5zw + Ty® — 2yz, sin embargo 622 — a—, 7Ty + 2z no
x

son polinomios.

13



1.2. EXPRESIONES ALGEBRAICAS Algebra y Calculo

Ejercicios
Calcular las siguientes expresiones siendo:

r=-1,y=3,2=2,a=1/2, b=-2/3

[u—

. 4ady? — 3xyz?

N

(z—y)(y —2)(z — )

ry? — 32
a+b

b

(z —y)? + 22
azx + by

(z-Dy-1(E-1)

T - D-1)

1.2.1. Productos Notables

Productos de interés practico: Las férmulas que a continuacién se exponen son
el resultado de los productos que con mayor frecuencia se presentan en el cdlculo algebraico
y con los que el alumno debe de familiarizarse. Su comprobacién se realiza efectuando las
multiplicaciones correspondientes.

1. a(c+d) =ac+ad

2. (a+b)(a—0b)=a>-1?

a+0b)(a+b) = a®+ 2ab+ b?
)

—b)(a —b) = a® — 2ab + b?

@

r+a)(z+b) =22+ (a+b)x +ab
az +b)(cz + d) = acz® + (ad + be)z + bd

(
(
(
(
(
(

a+b)(c+d) =ac+ bc+ ad+ bd

Otros productos que se usan muy comunmente son:

8. (a+b)(a+b)(a+b)=(a+b)3=a’+ 3a%b+ 3ab® + b?
9. (a—b)(a—>b)(a—0b)=(a—0b)?=a>—3a%b+ 3ab® - b?
10. (a —b)(a® + ab+b%) = a® — b3
11. (a+b)(a? —ab+b?) =a® +0°

14
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12. (a+b+c)? =a?+ b + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc

Existe otro producto de mucho interés, el famoso Teorema del Binomio de New-
ton (a + z)", el cual lo expresaremos después de la siguiente definicién.

Teorema del Binomio de Newton: Desarrollo de (a + x)".

= Para valores de n enteros positivos:

—1 —1 -2
(a + x)n =" + ’I’Lan_l.’IJ + n(n2' )an—2m2 + n(n 3)'(71 )an—3 3

Este desarrollo constituye la férmula, o el teorema del Binomio de Newton.

= Para valores de n negativos y fraccionarios, el teorema del binomio es valido siempre
que el binomio sea de la forma (a + z)", siendo |x| menor a. No obstante, cuando n
es un numero negativo o fraccionario el desarrollo es limitado.

Ejercicios

Efectuar los productos siguientes e indicar el nimero de férmula o propiedad que se
esta utilizando:

L (@@+at+23+224+z2+1)(z-1)=

2. (3y + x)(81y? — 27y3x + 9?22 — 3y + 24) =

15
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3. (a+b+c)la+b—c)la—b+c)la—b—rc) =
4. (9a + b)(a — 2b) =

5. (2w + 3u)® =

6. (v2 —y3 +3c)? =

7. (e¥ +1)(e? —1) =

1.2.2. Factorizacion

La factorizacién es la descomposicion o agrupamiento de expresiones algebraicas
en uno o més factores. Veamos los siguientes tipos de factorizacion.

Tipo 1: Factores comunes. Si cada polinomio tiene un término en comtn, la ley
distributiva nos permite expresar al polinomio como el producto de dos factores, uno de
los cuales es un factor comun.

Por ejemplo:

n 62322 + 32223 — 92222 = 32222 (22 + 2 — 3)
» 2(a+b)+yla+b)=(r+y)(a+b)

Tipo 2: Diferencia de cuadrados. Reescribiendo la férmula del siguiente producto
notable, encontramos otra férmula de factorizacién.

=yt =(z+y)(z—y)

Por ejemplo:

» 4a® — 9b% = (2a + 3b)(2a — 3b)

» 4daz? — 16ay? = da(z? — 4y?) = 4a(x + 2y)(z — 2y)

Como ilustra este ejemplo,el primer paso en la factorizacion es el retiro del factor
comun, si existe.

» (a+b)?—(c—2d)?=(a+b+c—2d)(a+b—c+2d)

Tipo 3: Trinomio cuadrado perfecto. Nos proporciona una forma mas de factoriza-
ciom.
z? + 2zy + ¢ = (z +y)?

2? — 22y +y° = (z — y)?

Ejemplo:

16
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» 2502 + 30z + 9 = (52)2 + 2(5z)(3) + 32 = (5 + 3)?
» 922 — 120y + 4y? = (32)? — 2(32)(2y) + (2y)? = (32 — 2y)?

Tipo 4: Suma y la diferencia de dos cubos.

2+ = (v +y)(2® — 2y + )

2~y = (2 —y)(2® + 2y + 7

Ejemplo:

n 2723 4+ 641° = (32) + (4y)3 = (3x + 4y) (922 — 122y + 16y?)

» 224y — Aoyt = 2zy(23 — 27y3) = 2zy(z — 3y) (22 + 32y + 9y?)

Consideremos ahora el caso de trinomios factorizables que no son cuadrados perfectos, el
trinomio general de sequndo grado

acx® + (ad + be)zy + bdy? = (ax + by)(cx + dy),

para factorizar un trinomio de este tipo, se necesita encontrar valores racionales para a, b, ¢
y d a partir de los valores conocidos ac, ad+bc y bd, decimos que el trinomio es factorizable.

Ejemplo 1. Factoricemos el polinomio 22 — 5z + 6

Solucidn. Si se usa x como primer término de cada factor, el producto contendrs a z2. El
producto de los otros términos debe ser 6. Este valor es el producto de 1y 6, de -1 y -6,
de 2y 3, y de -2 y -3. Observando el término intermedio del trinomio dado, vemos que
los niimeros cuyo producto es 6 debe tener suma -5, tan sélo la pareja -2 y -3 tiene esta

suma. Por tanto,
2?2 =5z +6=(x—2)(x—3)

Ejemplo 2. Factoricemos la expresién 8z2 — 2xy — 152

Solucion. Para los primeros términos de los factores, la pareja x y 8z y la pareja 2z y
4x son las unicas posibilidades con coeficientes positivos. Entonces, los segundos términos
deben tener —15y2, como su producto. Las elecciones para este producto son y y —15y, —y
y 15y, 3y y =5y, y —3y y 5y. Pero la suma de los productos cruzados (el primer término
de cada factor veces el segundo término del otro) deben dar -2xy, probando las varias
combinaciones puede determinarse que 2x — 3y y 4z + 5y son los factores. Por tanto,

8x2 — 22y — 15y* = (2z — 3y) (4x + 5y)

17
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Factorizacién por Agrupamiento

Existen casos en los cuales las expresiones algebraicas cuyos términos no contienen algin
factor en comin pueden ser separadas en grupos de términos con factor comun. Y algunas
expresiones algebraicas que no estan en la forma de diferencia de cuadrados pueden ser
expresados asi mediante un agrupamiento adecuado de los términos.

Ejemplo 1.

3z + 3y + ax + ay= (3z + 3y) + (azx + ay)
=3 +y) +alr+y)
=B+a)(z+y)

Ejemplo 2.

22 —y? — 22+ 2y= (22 — y?) + (22 + 2y)

=(@+y)lz—y)—2(z—-y)
=(z+y—-2)(z—y)
Ejemplo 3.
4 — 2%+ 20y —y? =4 — (22 — 22y + ¢?)
= (22— (z —y)*
=2+ @-y)2-(z-y)
=2+4+z—y)(2—x+y)

Ejemplo 4. Factoricemos z* — 1322 + 4

Solucién. El trinomio dado serfa un cuadrado perfecto si el término intermedio fuese —4a:2.
Obtenemos el cuadrado perfecto sumando 9z2. Pero si sumamos 922, debemos restar 9z2.
Por tanto tenemos:

2t — 1322 +4 =

ot — 1322 + 4 + 922) — (92?)
ot — 42% + 4) — (37)?

2?2 —2)? — (3x)?

(22 —2) + 3z)((z% — 2) — 32)
22 — 2+ 3z) (22 — 2 — 32)

NN N N

Hay que notar que el hecho de sumar y restar un término (es decir, mateméticamente es
sumar un cero adecuado; esto es muy utilizado en las demostraciones matemaéticas) facilita
los problemas.

18
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Ejercicios

Descomponer en factores indicando que tipo de factorizacién es o el nombre de la
férmula que se estd utilizando:

1. 3a%y? + 6ab® =

2. (da+0b)? — (2b—c)? =

3. bw? — 3w? — 2w =

4. 2 427=

5. 80 +723 1=

6. (u? —v%)? +8(u? —v?) +16 =

7. a?"t 4 507 — 500t =

1.2.3. Ecuaciones

1. 3x+4=-1= —3z+4+(—4)=-1+(-4) = —3z=-5

2.0 —4=2x-2) = br—4=2r—-4 =

b —4+4+ (—2x+4)=2r -4+ (—2x+4) = br—2r=0 = 3x=0 = =0

1 2 2 1 2 1
3. —z+2=3—=r = —z+-x=3—-2 = <+>:1::1

5 7 75 75
= E%-l J:—1:>1—7x—1$1:—1 i :>x—§
35 35)7 357 - \1T T
4 —
4. 34;5”3: 7”5 = 7(3+52) =54—1) = 21+ 350 =20 bz

= 35r+52=20-21 = 40z =-1 = z=—-1/40
5 (5z —7)(2x +1) — 10x(x —4) =0 = 102% + 5z — 142 — 7 — 1022 + 402 = 0
= 3lza—7=0 = 3lz=7 = x="7/31
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3xz+1 B 2¢+ 5

6 s =13 — - 13)Bz+1) = (6z - 2)(2x +5)
122° 4+ 4z — 39z — 13 = 122 4+ 30z — 4z — 10 = —392 + 42 — 30z + 42 = 13 — 10
—6lz =3 = z=-3/61
. 1 N 3 3x+8 N 1(x—4)+3(x+4): 3z + 8
r+4 x—4 22-16 (x+4)(x —4) (x+4)(z—4)
r—4+3x+12 3z 48 dr + 8 30+ 8

@1 D(z-4) @ide-4)  @id)@-13 @t+d@-4
dr+8  (x+4)(x—4) N 4z + 8
3x+8  (z+4)(z—4) 3z + 8

ey —3x=8—-8 = =0

=1 = 42r+8=3x+8

. Para qué valor de ¢ el nimero a es una solucién en las siguientes ecuaciones?

s 4x+1+2c=5c—3x+6cona= -2
dr+14+2c=5c—3x+6 = 4z +3z+2c—Hc=6—-1 = Txr—3c=5
Como queremos que a = —2 sea una solucién de la ecuacion (i) entonces sea z =

a=—2

19
7(—2)—3c=5 = —14—-3c=5 = —30:5+14p0rlotantoc:—§

es la solucién buscada.

Comprobacién: basta que comencemos en la ecuacién 7x — 3¢ =5

7x—3<—139)—5 = Tr+19=5 = x:5_719 = g=-2

n 3r—2+6c=2c—5r+1cona=4
3r—24+6c=2c—5+1 = 3x+dbx+6c—2c=14+2 = 8r+4c=3

como queremos que a = 4 sea solucién de la ecuacién (ii) entonces sea x = a = 4

29
por lo tanto ¢ = -

3
8(4)+4c=3 = 32+4c=3 = c=

Comprobacién: basta que comencemos en la ecuaciéon 8x + 4c = 3

2 2
8x+4<—49>—3 = 8 —29=3 = ng—; 9 = rx=4
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Veamos unos ejemplos en los cudles la ecuacidon no es equivalente a la ecuacién que le
precede:

w22 -2 —2=2%2—4 = z—2=0 observemos por qué:

—r-2=2>-4 = 2+)(z-2)=+2)@x—-2) = r+l=0+2 = 1=2
pues para que se cumpla la igualdad z —2 =10
= 5x4+6=4r+3 = 2+ 3 =0 observemos por qué:
5246 = 4z+3 = 22452+6 = 2? +da+3 = (24+2)(z+3) = (z+1)(z4+3) = 22 =2+l = 2=1

pues para que se cumpla la igualdad z +3 =0

Ecuaciones cuadraticas

.22 +16 =87 & 22-8x+16=0 & (z—4)? =0 (recordemos que (a — b)? =
a2 —2ab+ b)) (z-4)(r—4)=0 2-4=06x—-4=0 < v=4

2. 2 4+62+9=5 < (z+3)?%=5 < (z+3)=+/5 &

z4+43=vV56 & z=vV5-3

t+3=-V5 & z=-V/5-3
3. 22452 -14=0 & 22+52—-14=(2+7)(z—-2)=0 &

c+7=0& z=-T7

r—2=0& =2
4. 22 — 5z + 3 = 0 buscamos que

2?2 =5z + 3= (z +a)(z+b)
=22+ (a+b)x + ab
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< a+b=-5yab=3

Pero resolver este tipo de situaciones resulta muy enredado. Para solucionar usamos
un procedimiento que se conoce como complementar el trinomio cuadrado perfecto.

22 —5x+3=0 < 22—5x=-3

5
recordemos que (x +a)? =22 +2za+a® = 2a=-5 = a= )
25
2
= a°=—
“ Ty
para lo cual obtenemos que z? — 5z = —3 <
25 25 25 25 —12 25 13
$—5$+Z Z—3<:>l' — 5x +Z 1 =T —5 +Z Z

2/ 4

)-8

= &

5\ 2
ya que tenemos (IL‘ — 2) =

V13 5 \/ 13 5++vV13
_ 2:7 = — —_— = —
x—5/ 5 =z 2 5 x 5
6
V13 5 Y 13 5—+13

Completar el Cuadrado

Determinar los valores de d que completen el cuadrado.

1. 2249z +d
siz? + 9z +d = 2% + 2ax + da?
9 5 81
a a 5 a 1

Recordemos que un polinomio es igual a otro polinomio si el coeficiente de cada
término de la variable es igual.

R S cue a? 8L _ (.9
=a” = 1 por lo que tenemos que z° + 9z + 1 x+2

2. 22 —8x+d
8
> 2=-8=a=—5=-4= a>=16 = d=da>=16
2

por lo tanto tenemos que 2% — 8z + 16 = (x —4)
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3. 22 +dx + 36
siz?+dr+36 = 224+2ar+a®> = a?>=36 = a=46yd=2a = d=2(+6) = £12

Para el signo — tenemos 22 — 12z + 36 = (z — 6)?
Para el signo + tenemos 22 + 12z + 36 = (z + 6)?
Si se quiere deducir la férmula general para resolver az? 4 bx + ¢ = 0 con a # 0 entonces

b b b
a?+brtc=0 & 2+ -r+-=0 & 2+ -2=— & 2>+ -s+d=—-+d
a a a a a a

b b
igualando con un trinomio cuadrado perfecto 22 + —z+d = 224+ 20z +0?> = 2a = - =
a a

b2 b b2
2
= — = =— = 2a0a=-yd=—
“T 9 @ 4a? “=a7 4a?
ooy n b2 B b2 c
v v 46?2  4a? a
N n b\2 b2 — dac
riL ) =
2a 4a?
b Vb% — dac b Vb% —dac
> |(z+—)]=%+—— = 2=——"F+ ———
2a 2a 2a 2a
—b+ Vb2 —4ac
por lo tanto x =
2a
Ejercicios

Resuelve los siguientes ejercicios.

3 5
. - = — =] +1
1 2m+2 7<x 3)

2. jPara qué valor de d el nimero a es una solucién en las siguientes ecuaciones?

m 6r+3d=2d+x+12sia=3
n 3d+rx=x+d+23

3. 22—2x—-6=3
4. 22 +5x+14 =38
5 23 —-22=0
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1.2.4. Desigualdades

Ya se mencionaron los 9 axiomas fundamentales de los R, en esta seccion es impor-
tante enunciar otros dos:

= Sia>0yb>0 = a+b>0Va,beR

= Sia>0yb>0 = ab>0Va,beR

Estos axiomas son complementados con la definicién siguiente:

Definicién:

a>b < a—b>0VabeR

Con esto, podemos probar la siguientes proposiciones:
Proposicidn i: sean a,b,c € R talesquesia>b = a+c>b+c
Demostracién a >b <= a—b>0

~
def

S a—-b+0>0<<a—-b+c—c>0

s at+c—(b+c)>0 &= a+c>b+c
def

Proposicion ii: sean a,b,c € R talesquesia>byb>c = a>c
Demostracibna >byb>c = a—b>0yb—c>0

= (a—b)+(b—c)>0=a—c>0 = a>c
Proposicion iii: sean a,b,c € R talesquesia >byc>0 = ac> bc
Demostraciéona >b = a—b>0yc>0

= cla—b)>0 = ca—cb>0 = ca>cd

Proposicion iv: sean a,b,c € R talesquesia>byc<0 = ac<bc
Demostraciona >b = a—0>0yc<0 = 0>c = 0—-c>0
= —cla—b)>0 = a(—¢c) —b(—c) >0 = —ac+bc>0 = bc—ac>0 = bec> ac

Algunas aplicaciones.
Ejemplos: jPara qué x se cumple la desigualdad?
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] —3$+4>11

7
—3z+4>11 = -3z>11-4 = -3x>7 = x<—§

w dr—3<2zx+5---(1)
dr —3<2x+5 = 4dor—2xr<5+3 = 2z <8 => z<4

es decir, que {z e R: x < 4} 6z € (—00,4)

2 1 0o 1 2 3 4

= (1) se vale para —130000, —15, —1,2,3.6,3.7,3.9,3.99,3.999 , 3.999999 pero
no es valido para 4.
si a (1) lo escribiéramos como 4z —3 < 2z +5 la solucién seria = < 4, es decir, x € (—o0, 4]
para < 6 > es valido todo lo de < 6 >

Veamos comé localizar las x’s que son solucion en el siguiente ejemplo.
—6<2x—4<2

—6<2r—4<2 = 6+4<2x—44+4<2+4 = -2<22<6 = —-1<zx<3

Por lo tanto las x’s que son solucién, son las que cumplen con z € (—1, 3)

Si tuviéramos -6 <2r —4<2 = —-1<2<3 = ze[-1,3
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Propiedades del valor absoluto

1. ]Jaj<b = —b<a<b
Sea |a| < b =
Caso1l)sia>0 = |a|=a = a<b
Caso2)sia<0 = la|]=—a = —a<b = -b<a

= —-b<a<b
2. la]>b = a>bba<—b
Sea |a| > b =

Casol)sia>0 = la]=a = a>b
Caso2)sia<0 = la|]=—a = —a>b = a<—b

= a>bda< —b

3. Ja|=b = a=bbda=-b
Sea |a| =b =
Casol)sia>0 = la]=a = a=b
Caso2)sia<0 = la|=—a = —a=b = a=-b

= a=bba=-b

Ejemplos:

Encuentra los valores de x que satisfacen los siguientes valores absolutos.

w2 -3 <1

z-3| <1 = —-1<2-3<1 = —-143<2-34+3<14+3 = 2<2<4 = z€(2,4)
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= 22 +3]>9

20 4+3|>9 = 2z +3>962x+3< -9

9_36m< -9-3
2

z>36x < —6

x >

x € (3,00) 6z € (—00,—6) = x € (—00,—6)U (3,00)

6 3

Algunas desigualdades importantes
1. la+b| < la| + 0]
2. |a—"b|] <la| + |b|
3. |a| — |b] < |a — b

Observacién: siempre se cumple a < |a| Va € R y ademés |a| > 0.
Demostracién de |a + b| < |a| + |b]

(a +b)>= a® + 2ab + b*
< a? + 2|al|b] + b
= |a]* + 2|a| [b] + [b]?
= (la| + [b])?
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= (a+0b)* < (la| + b))

Vi(a+0)? < /(la| + [b])?
la+ 0] < [la] + [b]| = |a| + [b] por lo tanto |a + b] < |a| + |b]

La demostracién de la propiedad 3 es consecuencia directa de la 1:

Ejercicios

1. Demuestra: |a — b| < |a| + |b]
;Para qué valores de x se cumplen las siguientes desigualdades?

2. 3x+32<2x+3(4—x)
. zz+4<r <7+

4. |z +4]=20

5. 16 + 8x| > 31

6. 22 4 2z + 1 < 0. Grafica el resultado.

1.2.5. Sistema de Ecuaciones

Antes de comenzar con el sistema de ecuaciones veamos un poco de la recta en R2.
R2= plano cartesiano= plano coordenado en dos dimensiones.
Las parejas (z,y), por ejemplo las que se muestran en la figura 1.2

La recta. Para saber que estamos haciendo cuando se resuelve un sistema de ecua-
ciones, es conveniente revisar lo que es una recta en el plano.

Vamos a trabajar con rectas en el plano cartesiano. Una recta estd definida total-
mente por 2 puntos en el plano (un punto es una coordenada (z,y) en el plano).
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(32.3)
[

1/2,1;
1 g2

Figura 1.2: Puntos en R?
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- (2, y1)

Figura 1.3: La recta
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- X2-X1

Figura 1.4: La recta pendiente

31



1.2. EXPRESIONES ALGEBRAICAS Algebra y Céleulo

Si £ es paralela al eje Y = m no estd definida. (;Por qué?)

Ahora es de interés tener una ecuacién que nos determine el comportamiento de una
recta en el plano cartesiano (ver figuras 1.3 y 1.4).

Con estd ecuacién podemos determinar completamente a las parejas (z,y) que estédn
en la recta, dados (zg,yo) y m.

Ejemplo: encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (5,3) y (2,1)

1-3 -2
m=o 5= 3 Y

2
Yy —yo =m(z —x0) = y—lzg(w—Z) = 3y—3=22—14

Por lo tanto la ecuacién buscada es £ : 2z — 3y = 1 la cual podriamos reescribir como
V=3T3
es 2 1 +
u =—-r— =
puesy =3 3

wlw

Otra forma de escribir a la recta ¢ es y = mx + b (forma pendiente ordenada al
origen).
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. — Y1 . . .
Observaciones: m = 22— 7% o5 una medida de cambio pues y2 — y1 es el cambio
ro9 — I
. . Y2~
deyiaysyxzo—xieselcambiodez;axze.Sim=1 = Z——— =1 & yo—y1 =T9—x1
T2 — X1

el cambio en x y y es el mismo.

Sim>1 = u>1 = Y2 — Y1 > Ty —T1
Tg — X1
Sim<1 = u<1 & Yo —y1 < Tg — T

o — I1
Si m =0 = tengo una recta paralela al eje Y mz —b =0

y=b

Ahora veamos los sistemas de ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones en R? tiene la forma: anr + ey = &
anr + axny = d
donde a;; € R, 4,7 = 1,2.
Un sistema de ecuaciones en R3 tiene la forma:
anx + appy + a3z = di
a1 + agey + a3z = ds
asix + asy + agzz = d3

donde a;; € R, 4,7 =1,2,3.
Generalizando, un sistema de ecuaciones en R” tiene la forma:

a1y + aprs 4+ T, = di
anqyry + agere +---+ aspr, = da
ap1T1 + ap2r2 +---+ appTn, = dn

donde a;; € R, 4,5 = 1,2,...,n.
Teorema: Un sistema de ecuaciones se puede reducir en un sistema de ecuaciones mas
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simple y equivalente, por medio de una serie de operaciones elementales (suma, resta,
multiplicacién y divisién). Dado un sistema de ecuaciones lineales, resulta uno equivalente
si:

1. Se intercambian renglones.
2. Se multiplica o divide un renglén por una constante diferente de cero.

3. Un multiplo constante de un renglén se suma a otro rengldn.
En sfmbolos:

1. R; <+ R; Intercambio de los renglones ¢ por j.
2. R; — kR; Multiplico al renglén ¢ por k£ y obtengo un nuevo renglén R;.

3. Rj — kR;+ R; Sumo k veces el renglén ¢ al renglén j y obtengo nuevo renglén R;.

Este tipo de operaciones se realizan para poder triangular el sistema de ecuaciones, y de
esta forma encontrar la solucién de forma mas simple.
Simbolo de equivalencia es:=

Ejemplo.
5 5
2t + by = 16 ) * + gy =8 |z + gy =38
30 — Ty = 24 9 _ = %9 B
o= 3Y = =Y
3 6
= y=0 = =28
Veamos graficamente lo que estamos haciendo (figura 1.5).
2 16
2 + by = 16 = y=——zx+—...(i)
35 245
3r — Ty = 24 = y:?:v—?(m)
16
r=0 = y=—
De (i) tenemos que /1 : 154
r=1 = y=—
5
24
r=0 = y=——
De (ii) tenemos que /o : 271

. Qué pasa cuando se grafican dos rectas, £1 y £2, en un mismo plano coordenado?
1. Si 41 y 45 son paralelas, no se intersectan.
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(8.0)

-5 0 5 10

Figura 1.5: Ejemplo de sistema de ecuaciones en R?

2. Si #y y €5 no son paralelas, se intersectan en un unico punto.

3. Si f1 y {5 son la misma recta, se intersectan en una infinidad de puntos.

Ejemplos.
1.
Ry r—2y—3z = -1
Ry 2c+y+z = 6 (1)
Ry | 243y—2: = 13
—2x+4y+6z = 2
R, 4+ Ry — + —{sy+7:=3
2r+y+z = 6
—z+2y+3z = 1
—R1+ R3 = + :{53/—1-2:14
r+3y—2z = 13
r —2y—3z = -1
= (i) = S5y+T72 = 8 . (49)
oy+z = 14
-5y —Tz = =8
—Ry + R3 = + Z{—6z26
Sy+2z = 14
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r —2y—3z = -1 r —2y—3z = -1
= (i) = Sy+7z = 8 = Sy+72z = 8
—62 = z = -1
847
ahora tenemos que z = -1 = 5y —7(1) =8 = y:%:?)
= z=-1,y=3=2-23)-31)=-1=2=6-3-1=2

porlotantox =2, y =3, 2 —1

Verificamos:
(2) —2(3) —3(-1) = -1
22)+ )+ (-1 = 6
(2) +3(3) —2(-1) = 13
2.
Ry § 3z —y +22 = 1 o (4)
I 2c —y — 2z = -1
—3r—9y+32z = 9
3Ry + Ry = + :{—10y+5z:10 = 2yt =2
3r —y+2z =1
—2x—-6y+2z = 6
—2R; + Ry = + :{—7y+3z=5
2r —y+=z = -1
[af +3y—2z = -3
= (i) = —2y+z = 2 ... (i7)
—Ty+3z =
z +3y—2z = -3
1
= (i) = y—5% = -1 (i)
I -
yrTRE T o7
1
y_§Z = -1
1 3 5 1 2
2 + Ii3 —i—3 {( 2+5>z —1—7 102 7
VrE T 7
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z +3y—z = -3
= (iii) = y—52z = —1
1, - 2
- T 7
porlotanto,z:—7 =
L T (o P N 1
Yoo Y7a\T7) " v T V=
17 20 51 21 10
3y —z=-3 3(——=)—-|—-—=)=-3 =— - — - — =—
T4y —z :>a:+<7><7> = x 7 7:>x 7
bor o tanto, 2 = 10y 1T L
or.o anto, z = —, Yy = —+, 2=~
Verificamos:
10 17 20
7))t ‘7>‘ ‘7) = 3
10 17 20
3(=)-(-=)+2(-=) = 1
(7 ( 7>+ ( 7)
10 17 20
2( =) - (-= ~Z) = -1
(7)-(-7)+(-%)
Ejercicios

Hay ejercicios que tienen solucion tnica, mientras que otros tienen una infinidad de

soluciones y otros simplemente no tienen solucién.

1.
2r  + oy
-2z + vy

2.
-5 + ¥
-5 + y

3.
—12z + 4y
9 — 3y

4.
3r 4+ by +
2c  — 3y +
—br — 6y —
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5.
dr + 3y + =z = -2
r -y + z = 1
—8x — 6y — 2z = 4
6.
r 4+ y 4+ z = 1
—br — by — bz = 1
8 + 8 + 8 = -8

1.2.6. Sumas X

Ejemplos:

4
Zk2=1+22+32+42
k=1

10
Zk2=52+62+72+82+92+102
k=5

5

21_1+1+1+1+1
j=1j_ 2 3 4 5

En estadistica es muy usual querer conocer:

n .
X = M La media o promedio de n datos u observaciones.

n

n C_X)?
S? = iz (i T ) La varianza de n datos.

n —
(s — X)2
S =+52= \/ iz (i : ) La desviacién estandar de n datos.
n [e—

Por ejemplo: si tengo 6 alumnos en un curso de estadistica y quiero conocer la media de

38



CAPITULO 1. ALGEBRA ELEMENTAL Algebra y Céleulo

sus calificaciones, se procede de la siguiente manera:

5|6
5|8

W

Alumno | 12| 3
Calf. 91617

Qo

6
>oo it 94+6+T7T+8+5+8 -

_ O+ 6 -7+ (-7 + 8-+ (-7 +(8-7)?
6—1

S (@i —X)? _4+14+04+144+1
5 5

11
= 52:€z2 = S=12

S0 (i — X)?

i=1

6—1

Sabemos que:

=
N}

}fﬁ:
A -
X 0 5 6 7 8 0 X
n
1

k=1

pero ;por qué?, veamos la demostracién:

n

S k=1+2+43+4+-+(n—1)+n
k=1

= S=1+24+3+4+---+(n—1)+n

B I + 2 4+ -« + (n=1) + n
== (n-1) 4+ -~ + 2+ 1
=n+)+nn+)+n+1)+---+(n+1)+(n+1)

n—+1 n-veces

=n(n+1)
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n(n+1)

= 25=n(n+1) = S= 5

I YRR IUES )

2
k=1

Propiedades de las Sumas (Sumatorias)

. Si ¢ es una constante (¢ no depende de i) entonces:

n

E CcC =nc

i=1
Demostracion:
iy 0i = —cVi=1,2
Yomqjai=ai+ax+---+a,peroa; =cVi=1,2,--- | n

n n
= Zc:c—l—c+c+---+c+g = Zc:cn

i=1 n-veces i=1
c i (e b)) =30 a0 b
Demostracién:
2?21(ai+bi) = a1 +bi+ay+by+---+a,+ b,

= aj+tay+---+ap+by+by+---+b,
= D1 @i+ 2y by

. E?:l c(a;) = CZ?:l a;
Demostracion
Yomgcla;)) = car+cag+---+cap
= clar+az+---+ap)

= ¢ Z?:l ;g

. 2?22(% - ai—l) = an — a1
Demostracion

> oio(ai —ai-1)

(a2 — al) + (a3 — ag) + (a4 — a3)

+ (a5 —aq) + -+ (ap-1 — an-2) + (an — an—1)
= an — al

m m-+k

Sa= 5

i=n i=n-+k
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Sumas Dobles
Una suma doble se define como:

Dim1 e Tig= Doy (Ti1 + Tig + Tig + -+ + Tim)

=rnn + T2 + 0+ Tipm
+x21 + T2 + -+ Tom
+x31 + T30 + - 4+ T3m
+Tn1t + Tp2 + 0+ Tum

Propiedades de las Sumas Dobles

1. Si ¢ es una constante (que no depende de i ni de j)

=1 j=1 =1
2.
n m m n
DT =) D T
=1 j=1 =1 1=
3.
n m n m
E (@ij + yij) = E E ::c”
=1 j=1 i=1 j=1
4.
n m m
DD m=n) T
i=1 j=1 j=1
Ejercicios
1.

00
. - 1
La serie armdnica es E —
n

Calcula el valor de la serie armonica para los primeros 7 términos.

2. Una serie geométrica es una serie en la cual cada término se obtiene multiplicando

el anterior por una constante. Por ejemplo:

o

2n 2 4 8

n=0

41
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1.2. EXPRESIONES ALGEBRAICAS Algebra y Calculo

Calcula en la serie geométrica siguiente los primeros diez términos.

1
25

7=0
3. .
s J s ..
: JG+1)
D t : =
emuestra que Z ‘ 1 Z 9
Jj=11i=1 7=1

Y calcula los primeros cinco términos.

4. Una serie alternada es aquella donde los términos alternan el signo. Calcula los ocho
primeros términos de la seria alternada.

[e.9]

Sy

=1
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Capitulo 2

Calculo Elemental

2.1. Las Funciones y sus Graficas

Lo anterior lo denotaremos como: f : D — E, z € Dy f(x) € E. Al conjunto D se le llama
dominio de f, el cual representa los valores posibles que puede tomar x y al conjunto E se
le llama contradomino o rango de f, el cual representa los valores posibles f(x) Vx € D.
En la Figura 2.1 mostramos un diagrama clasico para representar f.

b —— = =
—

Figura 2.1: Dominio D, contradominio E y funcién f
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Para tener més clara la nocién de funcién, veamos el siguiente ejemplo. Imaginese
una biblioteca, en donde claramente a cada libro le corresponde un nimero de paginas.
Entonces hagamos D = {los libros en la biblioteca} y £ = N los nimeros que utilizamos
para contar. Entonces, podemos definir f como la regla que cuenta y asigna el nimero de
paginas a cualquier libro dentro del conjunto D.

 #de
— [ paginas

Figura 2.2: Ejemplo de la biblioteca: dominio D, contradominio E y funcién f

Es claro que varios libros pueden tener el mismo nimero de paginas, pero un libro
no puede tener 2 o mas nimeros de paginas distintos, ya que a cada libro le corresponde
un unico nimero de paginas. Como en el siguiente caso particular:

La Divina Comedia € D = f(La Divina Comedia) € E
f(la Divina Comedia) = 5000 = numero de paginas de La Divina Comedia.

Se puede tener, por ejemplo: f(x) = ¢, es decir, (0,¢), (1,¢), (2,¢), (1/2,¢), ....

f(x)
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2?2 siz#£1

Pero no se puede tener: g(z) = _
2y3 siz=1

Introduccion al Calculo

» Gréfica la funcién f(z) =z

;,Qué valores puede tomar x?
. Qué valores toma f(x)?
;, Qué con los limites? o

x—0 = f(x) =7

r— o0 = f(x) =7 e T T S
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Gréfica f(x) = 22

z | f(z)

1 1

0 0

11

1/2 | 1/4
-1/2 | 1/4 o
2 4

2 | 4 *

;,Qué valores puede tomar x?
. Qué valores toma f(x)?
;, Qué con los limites? o

z—0 :>f(.%')—>? \ \ w \ \

r— o0 = f(x) =?

r— —o00 = f(x) =7

Gréfica f(z) = 3 — 22

| f(x)
0] 3
1| 2
1 2
2| -1
2| -1 "7
3| -6 ]
3| -6

;,Qué valores puede tomar x?
. Qué valores toma f(x)?
;, Qué con los limites?

z—£V3 = f(z) =? —

r— o0 = f(x) =7

r— —o00 = f(x) =7
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» Gréfica f(z) = ||

x| f(@)

0] 0

1] 1

a1 .
21 2

2 2 1
3 3 ol
_3 3 N

;,Qué valores puede tomar x?
. Qué valores toma f(x)? °
;, Qué con los limites?

x—0 = f(x) =7 |2 0123

r— 00 = f(x) =7

» Gréfica f(z) = vz —1

z| [fl@)

1 0

2 1 5 1
3| V2~1.41 o
4| V3=~1.173 3
5 2

15

;,Qué valores toma x?
. Qué valores toma f(x)?
;,Qué con los limites?

1.0

0.5
I

0.0
I

r— 17 = f(z) =7
r— 00 = f(z) =7 "

Observemos que x — 1 > 0, de otra manera se tiene que f(z) ¢ R; por lo tanto
f(x) sélo puede tomar valores si z > 1.
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» Gréafica f(x) = 1
X
v | f@)
1 [ 1 )
1| -1 "
1/2 | 2 s
1/3 | 3
2 | 1/2 5o
3 | 1/3 .
2 | -1/2 "
3 | -1/3 ]
/2| -2 | |
1/3| -3 2 :

Observemos que z estd definida Vz € R con z # 0

1 1 1
. b 1 1
Sia < :>a>b:>b

1 1
Por ejemplo, si1l <2 = §<1ys110<11 = — <

11
Es decir, que a medida que z crece f(x) decrece.

r— o0 = f(x) =7
r— 0" = f(z) =?
Por lo que f(z) € (—o0,0) U (0, c0).

22+ 3 siz <0
» Gréafica f(x) = 2 si0<z<?2
1 six>2

1

a
1
10°

x— —o0 = f(x) =7

r—0" = f(x) =>7

r— 0" = f(x) =7
r— 0" = f(z) =7
x— 2% f(x) =7
x— 27 f(z) =7

}:r—>0 = f(z) =7 o

}:c—>2 = f(x) =7
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Ejercicios

1. Encuentra el dominio y el rango de las siguientes funciones.

0 @)= 2]

b) h(z) =5z — 32° + 53
¢) g(x) =+6x —2

2. Grafica las siguientes funciones haciendo uso de una tabla donde se representen los
valores del dominio y rango.

a) f(z) = (2 —2)°

) hw) =
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2.2. Limites de Funciones y Funciones Continuas

2.2.1. Limites de Funciones

La idea es la siguiente: Es de interés conocer los valores de f(x) de la funcién para z muy
cercanas a a, pero distintas de a, en muchos de los casos a no se encuentra en el dominio
de f.

Significa que f(z) puede acercarse arbitrariamente a L; eligiendo x suficientemente cerca
de a, con = < a.

Significa que f(z) puede acercarse arbitrariamente a Lo eligiendo x suficientemente cerca
de a, con z > a.

Teorema: Sea ¢ un punto contenido en un intervalo abierto (a,b), es decir ¢ € (a,b),
y f una funcién definida en todo el intervalo (a,b), excepto posiblemente en c¢. Entonces

lim f(z) =L <& lim f(zx)=L= lim f(z).

T—cC T—c™ T—sct
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Ejemplos:

;Existe lim f(a)?
z—0

z siz >0
_ || . —:Ex
Recordemos que f(z) = — i

six <0
x x

no existe six =0

z x 7z
lim — como estamos acercandonos con z > 0, |z| =z

z—=0t T
, T ,
= lim u: lim — =1
z—0t T z—0t T
|zl .
lim — como estamos acercandonos con x < 0, |z| = —z
z—=0" T
7. x 7. _"B
= hmH:hm—:—l

r—0—- X z—0—- T

Como lim f(z) # lim el limite no existe

z—0— z—0t
Gréfica de f(z) = Jzl
x f(z)
1/10101 1
1 1 o
1/2 1
2 1 N
3 1 -
1/3 1 .ol
100 1
-1/101010 | -1 "
-1 -1 &
-1/2 -1 N
9 1 B
-3 -1 ‘
-124 -1

5 f(a:):{ 2—x six<l1

2 -1 siz>1

Evaluar lim f(z), lim f(z)y lim f(x)
z—1— z—1+ z—1
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lim f(z) como estamos acercandonos con z < 1 lim f(x) = lim 2 —x

T—1~ T—1~ z—1-
= lim 2—z= lim 2—-(1)=1
1~ z—1—
lim f(z) como estamos acercandonos con z > 1 lim f(z) = lim 2% —1
r—1t z—1t r—1t
= lm 2? 1= lim (1)*-1=0
z—1t z—1t

Como lim f(z),#; lim f(z) = lim f(x) no existe
=1~ z—1t z—1

Métodos para calcular limites

1.
IimC=C
Tr—a
2.
limx=a
Tr—a
3.
Si a%l—r{(lzf(x) =Ly il_rglg(x) =M = il_r}ré[f(x) +g(x)]=L+M
4.
Si ilg}l flx)=Ly ilgzg(:c) =M = ilg}l[f(f’f)g(@] = LM
> f@)] _ L
. _ , _ AN
Si lim f(z) = Ly lim g(z) = M y g(a) #0, M #0 = lim [g(x)] M
6.
Si lim f(z) =L = limcf(z) =cL
Tr—a r—a
7.
Si ilg}lf(a:) =Ly ;lgég(x) =M = iljg[f(x) —g(@)]=L-M
Ejemplos
1.
lImme+b=1limmz+ limb=ma+5b
r—a T—ra r—a
2.
3x+4
im
z—=2bx + 7

Notemos que g(z) =5x +7 = g¢(2) =17 # 0 por lo tanto

3r+4  3(2)+4 10
1im = = —
e=>2br+7  5(2)+7 17
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3.
Para todo ntmero real ¢ lim 2° =
Tr—a
. 3 _ /12 ; . _ .3
25 = G PG )Gy s =
Teorema:
Si n € N. Entonces
1.
lim 2" = a™
r—a
2. N
, n __ ,
lim [£(2)]" = |lim /()]
Ejemplos:
1.
. 50 —2x+1 5(3%)—23)+1 45-6+1 40
=3 43 -7 433 -7  108—-7 101
2.

5
, 5 , _ 5 __ 5 _
lim (37 + 4)° = {;%(3x+4)} = (3(2) +4)° = (10)° = 100000

3. Elsiguiente ejemplo tiene gran importancia en la practica en la solucién de problemas
de limites.

, ot x—12
() = I 5 v e
/(@)

, ahora g(z) = 22 — 52 +6

Notemos que h(z) lo podemos ver como h(zx) = @)

g(x
evaluado en 3 tenemos ¢(3) = (3)? — 5(3) + 6 = 0 por lo que no podemos utilizar
directamente ninguno de los métodos antes mencionados. Pero recordando algunas
factorizaciones importantes de ecuaciones cuadraticas el problema se vuelve mas

simple.

22 42—12 = (z+a)(z+b) = 2°+(a+b)z+ab = a+b=1yab=—12 = a=4yb= -3
Por lo tanto 22 +z — 12 = (z + 4)(z — 3)

22 —5x+6 = (v+a)(z+b) = 2*+(a+b)x+ab = a+b=-5yab=6 = a=-3yb= —2

Por lo tanto 72 — 52 + 6 = (x — 3)(z — 2)
Esto nos dice que h(x) no estd definida en z = 3 ni en = 2, Por lo tanto

f@)y=2>+2-12 = f(z)=(z+4)(z—3)
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g(@) =2 =52 +6 = g(x) = (@ —3)(x - 2)

X .%'2 Xr —
> hi@) = gg:v; - $24_r5x +12 = hlz) =

Por lo tanto

, x4 ax—12 x+4 344 )
Y ) =l e MM e T3 7 7 M) =

4.
Sea f(z) = \;”:{_93 definida Var # 9 tal que € R Caleula lim f(x)?
llmf(x):hmu:lim t -9 Vot = lim (z=9(ve+3)
z—9 9yr—3 229\ Vr—3)\Vr+3 &9 r—9

= lim(Vz+3)=v9+3=6
z—9

Por lo tanto

lfm f(z) =6

z—9

2.2.2. Funciones Continuas

En la definicién de limite se hizo énfasis en que = # a pero con = lo més cerca posible
de a. De hecho se mostraron ejemplos en los cuales a no pertenencia al dominio de f(x),
por ejemplo:
1 T
lim — 6 lim u
z—0 T z—0 T
Ahora vamos a enfocarnos en los casos en los que a se halla en el dominio de f(x) y el
limite de f(x) existe, es decir,
lim f(z) =L

r—a
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Ejemplos:

1
1. f(z) = . . Es continua en 07

10
L

1x
0
L

-10
L

-20

NO, pues no cumple con (1), ya que f no esté definida en 0 para cualquier intervalo
abierto que lo contenga.

1
—siz=#0
z
Osiz=0
Cumple con (1). Pero no cumple con (2) pues

2. h(z) = (Es h(z) continua en 07

lim h(z) = oo
z—07F
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Algebra y Célculo

lim h(z) - —o0
z—0~

= lim h(z) no existe
z—0

Por lo tanto h(z) no es continua.

2 _
3. f(x) = i con dominio D = R — {2} {Es continua en 27
T —
24 2)(z — 2
flx) = 2_ 5 = (z +x )_(372 ) = f(x) = z + 2 NO es continua puesto que no
estd definida en x = 2, por lo que no cumple con la condicién (1) de la definicién de
continuidad.
2 —4
4. Si re-definimos a f(z) como h(z) = ¢ = — 2 sla 72
3siz=2

h(z) estd definida para todo intervalo abierto que contenga a 2, cumple con (1).

lim h(z) =4y lim h(z) =4

T2~ z—2+

= lim h(x) =4

z—2

Cumple con (2). Pero tenemos que

h(2) =3 # limh(2) =4

r—2

Por lo tanto h(z) no es continua en 2.
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5. Redefinimos a h(z) como:

22 —4
i 2
f@)={ w2 N7
4six =2

Por lo tanto f(x) si es continua en 2 pues

F(2)=4 = lim f(2) =4

r—2

Se ha definido la continuidad de f en un punto a, ahora vamos a definir continuidad
en un intervalo [a, b].

f(x) es continua en [a,b]

—+ f(x) es continua en [a,b]

Teorema: Si las funciones f y g son continuas en a, entonces:

1. f 4+ g es continua en a
2. f — g es continua en a
3. f % g es continua, es decir, el producto es continuo en a

4. f/g es continua, es decir, la razén es continua en a si g(a) # 0
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Teorema del Valor Intermedio

Si f es continua en [a,b] y w es cualquier nimero entre f(a) y f(b), entonces existe al
menos un nimero ¢ € [a,b] tal que f(c) = w.
Escrito mas brevemente:

Sea f continua en [a,b] y w € [f(a), f(b)] = Fc € [a,b] tal que f(c) = w.

f(b) T— ~—

f(c)

—e

fla) =

Teorema: Si una funcién f es continua en un intervalo [a,b] y no tiene ceros en
(a,b) entonces f(z) > 06 f(z) < 0 para todo z € (a,b).

Ejemplo. Con f(z) = 2* — 423 + 322, encuentre los valores de z para los que:

1. f(x) >0
2. f(z) <0
flx) = 2t —423432% = 22 (:U2 —4x + 3) = $2($—3)(l’—1) = f(x) = :L’2($—3)(ac—1)
—_——

(z+a)(z+b)=z2+(a+b)z+ab
f(z)=0 = =0, z=1 z =3 ademds f es continua en R

. Cual es el signo de f en (—o00,0)?
;Cual es el signo de f en (0,1)7?
;Cual es el signo de f en (1,3)?
. Cual es el signo de f en (3,00)7
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f(=1)

(-1)2(-1-3(-1-1)
1(—4)(-2)
8

>0

f no tiene ceros en (—00,0) y como f(—1) =8> 0

= f(z) > 0Vx € (—o00,0) pues f es continua y por el teorema

f(1/2)=(1/4)(1/2 — 6/2)(1/2 — 2/2)
=1/4(-5/2)(-1/2))
=5/16 > 0

f no tiene ceros en (0,1) y como f(1/2) >0

= f(z) > 0Vx € (0,1) pues f es continua y por el teorema

f(2)=4(-1)(1)
= 4<0

f no tiene ceros en (1,3) y como f(2) <0

= f(x) <0Vzx € (1,3) pues f es continua y por el teorema

f(4)=16(1)(3)
=48>0

f no tiene ceros en (3,00) y como f(4) > 0

= f(x) > 0Vx € (3,00) pues f es continua y por el teorema

Ejercicios

1. Calcula los siguientes limites.

a)
2 +2rx+1
m —
r——1 x4+ 1
b)
i r—4
931121\/5—2
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¢)
1
lim —
=0 I

2. Diga si la siguiente funcién es continua y en caso afirmativo diga en dénde.

2 =1
sixz # —1
g(z) =4 z+1 7
352siz=—1

3. Encuentra los valores para los cudles g(z) = 25 — 22° — 2% + 223 es g(2) < O y
g(x) >0
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2.3. La Derivada

2.3.1. Conceptos Basicos

La derivada es uno de las herramientas mas poderosas y tutiles para conocer el
comportamiento de una funcién continua.

Pero, jcémo se interpreta la derivada?

Si f'(a) = hln w existe, entonces f’(a) es la pendiente de la recta tan-

gente a f(z) en el punto (a, f(a)). La recta tangente a una funcién f(x) en a es la recta
que mas se parece a la funcién en el punto (a, f(a)). Es muy comun interpretar la recta
tangente como aquella que sélo pasa por un punto de la funcién, sin embargo, un poco
de razonamiento debe llevar al lector a darse cuenta de que esta definicién lleva a muchos
problemas y no explica adecuadamente lo que es una recta tangente.

Sélo nos falta saber, {cémo calcularfamos la recta? Pues obtenemos f/(a) y calcula-
mos la ecuacién punto pendiente de la siguiente forma: y — f(a) = f'(a)(x — a), de donde

ecuaciéon punto pendiente
tenemos que

y = f'(a)z + f(a) — af'(a) (2.1)
Ejemplo: Calcular la derivada de z3 en a via la definicién.
_ 3_ .3
i L@ =Sl et
r—a Tr—a T—=a T — Q
_ 2 2
— m (x — a)(z® + xa + a)
T—a Tr—a
= lim 2 + za + a?
Tr—a
= 3a®

Entonces, f'(a) = 3a? Va € R, como esto sucede para toda a (o a dentro de un cierto con-
junto de valores), se le denota como una funcién, por lo tanto, tenemos que f'(x) = 3z2.
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Rectas con pendiente:
f(x)-f(a)
x-a

que pasa por (a,f(a))

f(x)—f(a)

Figura 2.3: Rectas con pendiente “———

aproximandose a f’(a)

A continuacién, para el ejemplo anterior, vamos a graficar f(z) junto con la recta
tangente a un punto dado. Para graficar f(x) = 2% tabulamos, pues hasta ahora es la 1ini-
ca herramienta que tenemos para graficar. Supongamos que queremos la recta tangente

x| f(x)
0 0
1/2 | 1/8
-1/2 | -1/8
1 1
S|
2 8
2 | -8

a (1,f(1)) = (1,1) = f'(1) = 3, por lo que de la ecuacién (2.1) y = 3z — 2 es la recta
tangente a f(x) en el punto (1, f(1)) = (1,1).

En la Figura 2.4 se muestra la grafica correspondiente.

Observacion 3. Si la derivada existe para todos los numeros a dentro de algin inter-
valo, entonces, en lugar de f'(a) denotamos la derivada como f'(x), en los libros suelen
manejarse distintas notaciones, algunas de ellas son:

todas ellas denotan lo mismo, por lo que no debe haber confusion.
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(L1)

-5 0 5

Figura 2.4: Funcién f(z) = 2 junto con la recta tangente al punto (1, f(1)) = (1,1)

Tomando en cuenta lo anterior, tenemos que si f(x) = 23 entonces

Fla) = 3
da3 9
>~ — 3
dx *
D.(z%) = 3z
A lo largo de estas notas, para denotar la derivada de f(x) utilizaremos f'(z) o %.

Métodos para calcular derivadas
Algunas férmulas comunes para el calculo de la derivada son las siguientes:

1. f(z) =c¢ = f'(z) = 0 este resultado es tan sencillo que se puede demostrar via la
definicién de la siguiente forma
flz) = fla) _c—c

Tr—a r—a r—a

2. f(x) =2 = f'(z) =1 este resultado también se probard

i @) = fla) _z—a _

r—a r—a r—a

1

w

.SineN, f(z)=2" = f'(r)=na"!
4. Sicf(x) = (cf(x)) =cf'(z)

5. (f(z) +g(2)) = f'(z) + ¢'(2)

- (f(@)g(@)) = f'(2)g(x) + f(2)g ()

(=]
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Ejemplos:

= Sean f(x) = 2° +42% + 2 y g(x) = z vamos a calcular algunas derivadas utilizando
las formulas anteriores. Primero que nada, tenemos que

flx) =5z +8xy g'(x) =1
Entonces si queremos
(f(z)g(x)) = [fl(2)9(z)+ f(z)d (z)
= (52* +8x)z + (2° + 4% + 2)1
= 52° 4+ 82 + 2° + 42 + 2
= 62° +122% +2
= Ahora vamos a derivar f(z) = (23 + 1)(22% + 8z — 5)
fl(x) = 32%(20* + 8z —5) + (2° 4+ 1)(4a + 8)
= 6% +242% — 1527 + 42" + 42 + 82% + 8
102! + 322 — 152% + 42 + 8

Vamos a continuar con las férmulas de derivacion.

f@Y @) — o @) ()
" <g<x>> - 9(2)?

siempre que g(x) # 0

8 SeaneN, sif(x)=2"" = f'(z)=-—nz "L

Pues f(z) = 27" =—
= fl(z)=——=—-nx

9. El resultado mas general acerca de derivadas de potencias dice, si m,n € Zy n # 0

™
= fla) =" = f(x) = Zan

Ejemplos:
= Sea f(z) = 322 —x+2
472 +5
Fla) = (62 —1)(42% +5) — (87) (322 —z + 2)
(422 4+ 5)2
2423 4 30x — 42% — 5 — 2423 4 822 — 162
- (422 4+ 5)2
422 + 14z — 5

(422 +5)?
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4
[ ] = d 4 e = 4/3 _1/2
Sea f(x) =6V +\/§ = f(x) =62"° + 4z

4 1
flla) = 6<>:r3 Pl e

Regla de la cadena

A veces podemos ver a h(z) = f(g(x)) = (fog)(x), esto se lee como la “composicién
de f v g”, aqui sélo hay que tener cuidado con que f este definida en el contradominio de
g. Por ejemplo:

Figura 2.5: Composiciéon de f y g

Sea f(z) =23y g(x) =202 + Tz +2 = f(g9(z)) = (222 + 72 + 2)3 entonces, no hay
problema pues Ey =Ry D, = R.

Sin embargo podemos tener casos como el siguiente; sea f(x) = \/z y g(x) = bz =
f(g(x)) = v/—bx, por lo que para que la composicién este bien definida, necesitamos que
—5x >0 = x <0 por lo tanto

g:(—00,0] = [0,00) = f:]0,00) = [0,00)

Con estos aspectos técnicos tomados en cuenta, podemos enunciar la regla de la cadena.

Si f(g(z)) esta bien definida, entonces podemos calcular la derivada de la composi-
cién de la siguiente forma:

flg(@)) = ['(9(2))g (z) (2.2)
Ejemplos:
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» Sea f(z) = (322 - Tz +1)° =

f'(z) =532% — 7z + 1) (62 — 7) = 5(62 — 7) (32 — Tx + 1)*

1
= Sea Jo) = Gy 6w 7P
o) = —3(4z? 4+ 62 — 7)*(8x +6)  —6(4x + 3)
B (422 + 62 — 7)° T (42?2 + 67 — 7)*
Ejercicios

1. Obtén la recta tangente en (2, f(2)) donde f(x) = (x —1)?

2. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) g(z) = 22°(V/x)
33'5 33'3

c) q(z) = (3x2+2)2

d) f(z) =sen (\}5> [Si f(x) = sen(z) entonces f'(z) = cos(z)]

2.3.2. Aplicaciones de la Derivada

En esta seccidn describiremos una de las aplicaciones fundamentales de la derivada,
el de conocer y poder graficar el comportamiento de una funcién.

Primero necesitamos saber qué es un minimo y méximo locales de una funcién f(z),
sin embargo, basta explicar lo que es un minimo local, pues el concepto de méaximo local
es totalmente andlogo. Vamos a decir que f(z) tiene un minimo local en ¢, si existe un
intervalo abierto (a,b) tal que f(c) < f(x) para todo x en (a,b). Con esta informacion,
podemos enunciar uno de los teoremas béasicos de la derivada.

Teorema 2. Sea f una funcion continua. Si f tiene un mdximo o minimo local en un
nidmero ¢ de un intervalo abierto, entonces f'(c) =0 o bien f'(c) no existe.

Lo que nos dice el teorema anterior, es que si queremos encontrar lo maximos y
minimos locales de una funcién f(z), tenemos que resolver la ecuacién f’'(z) = 0. De esta
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forma estaremos encontrando los puntos de (¢, f(c)) tales que la recta tangente a esos pun-
tos sea paralela al eje de las x’s. Un aspecto importante que no se tratara aqui; es cuando
la derivada no existe, es conveniente que el lector revise las referencias bibliograficas para

saber qué sucede en estos casos.

., Como se veria un minimo local?

f(x)

La funcién alcanza un minimo
T local, con valor f(c).

(c/f(c)

-1 Recta tangente a f
en (c.f(c)

X -f(x) X c

Figura 2.6: Minimo local

., Cémo se veria un maximo local?

flx)  La funci6n alcanza un maximo
local, con valor f(c).

(c,f(c)) Recta tangente a f en (c,f(c))

Claramente f'(c)=0.

(xf(x))

Figura 2.7: Maximo local

Si f(c) no es un maximo ni minimo local

1. A la izquierda de ¢ la funcién crece o decrece
2. A la derecha de ¢ la funcién sigue con el mismo comportamiento que a la izquierda

de c.

. Cémo se verfa la funcién en un punto (¢, f(c)) en donde f(c¢) no es ni maximo ni minimo
local, pero f'(¢) = 07
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(x)
(x,f(x))/

(c.f(c)

Recta tangente a f en (c, f(c)).
Claramente f'(c)=0, pero la
funcién no tiene ni un maximo
ni un minimo local en f(c).

-f(x)

Figura 2.8: Un punto tal que su derivada es cero, pero no es ni médximo ni minimo local

El siguiente teorema se puede deducir observando detenidamente las gréaficas ante-
riores, es un resultado poderoso para conocer el comportamiento de una funcién f(x).

Teorema 3. (Criterio de la primer derivada)
Sea f una funcién con f'(c) = 0.

1. Si para x < ¢, se tiene que f'(x) <0 y para x > ¢, f'(x) >0 = ¢ es un minimo
local.

2. Si para x < ¢, se tiene que f'(x) > 0 y para x > ¢, f'(x) <0 = ¢ es un mdximo
local.

3. Si el signo de f'(x) no cambia para x < ¢ y x > ¢ entonces, ¢ no es ni un Mdrimo
local ni un minimo local.

En la Figura 2.9 se muestra de forma general cémo se ve una funcién con minimos
y maximos locales.

Ejemplo: Calcule el méximo y el minimo locales y trace la gréifica en [—3,5] de
f(z) =2% - 12z
1. Vamos a calcular los puntos en los que f(x) = 0. Tenemos que
f(z) =2® — 120 = z(2* — 12)
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f(x)

(c, f(c))

f(c)=0

|
X c e X

(c, f(c))  f(c)=0

£(x)

Figura 2.9: Gréfica de funcién continua con un maximo y minimo local

Entonces las raices de f(z) (o los puntos por los que f intersecta al eje de las z’s)
son = 0 y los puntos que satisfacen 2% — 12 = 0.

22 -12=0 & z=4+V12
& 1A~ 4346

Entonces las raices de f(x) son x =0, —3.46, 3.46.

2. Vamos a encontrar los puntos criticos (f’(c) = 0).
flx)=23—12c = f'(z)=32"—12
= fl2)=0 < 32°-12=0
& 22=12/3=4
& =42
Entonces los puntos criticos son x = —2, 2
3. Vamos a evaluar f en los puntos criticos.

f(=2) = —2(4-12)=16
f(2) = 2(4-12)=-16

4. Ahora vamos a usar el criterio de la primera derivada para saber si los puntos criticos
son méximos o minimos locales. Sabemos que f'(2) =0y f'(—2) = 0, por lo que son
los puntos criticos. Entonces tenemos que hacer las siguientes preguntas.

,Qué pasa para x < —27 Tomamos un punto del intervalo, por ejemplo x = —3,
entonces f'(—3) =9 > 0 por lo que f crece para z < —2.

,Qué pasa para —2 < x < 27 Volvemos a tomar un punto en este intervalo, por
ejemplo = 1 y evaluamos f'(1) = —9 < 0 por lo que f decrece para —2 < z < 2.
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,Qué pasa para z > 27 De nuevo tomamos un punto en este intervalo, por ejemplo
x =3y evaluamos f/(3) =15 > 0 por lo que f crece para x > 2.

De lo anterior, tenemos que por el criterio de la primer derivada el punto z = 2 con
f(2) = —16 es el minimo local y x = —2 con f(—2) = 16 es el méximo local. Para
saber si son minimos absolutos o maximos absolutos en [—3, 5], como la funcién es
continua (este es el punto medular aqui) sélo tendriamos que saber cuanto vale f
en los extremos del intervalo f(—3) = —3(9 — 12) =9y f(5) = 5(25 — 12) = 65,
tomando esto en cuenta podemos hacer la siguiente grafica.

40 60
I I

x"3-12*x
20
I

Figura 2.10: Gréfica de f(z) = 23 — 12z

Con esta gréfica vemos que el minimo y maximo absolutos en [—3, 5] son, respectivamente,
x=2con f(2) =—16y z =5 con f(5) = 65.

A estas alturas el siguiente resultado puede ser evidente, sin embargo, es muy til
para saber si la funcién es creciente o decreciente en un intervalo.

Teorema 4. Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b)

» Si f/(z) > 0Vz € (a,b), entonces f es creciente en [a, b].

» Si f/(z) < 0Vz € (a,b), entonces f es decreciente en [a, b].

La Figura 2.11 muestra la aplicaciéon que se le puede dar a la derivada para deter-
minar si cierta funcién es creciente o decreciente en un intervalo.
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Figura 2.11: Ejemplo de la aplicacién de la derivada

fx)

£(x)>0

f(x)

Con el objetivo de tener méas herramientas y poder graficar una funcién con més

precision es necesario introducir el concepto de concavidad.

f(x)

(c, flc))

Concava hacia
arriba

-f(x)

ol

f(x)

Concava hacia
abajo

-f(x)

Lo que buscamos es una herramienta que nos permita saber de forma ficil y rdapida,
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si tenemos un maximo o minimo local, entonces, lo que necesitamos es saber si la funcion
es concava hacia arriba o hacia abajo de forma analitica. La siguiente herramienta nos
servird para este fin.

Teorema 5. (Prueba de Concavidad)
Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto que contiene a ¢, tal que f"(c) existe.

= Si f"(c) > 0 entonces la grdfica tiene concavidad hacia arriba en (c, f(c)).

= Si f"(c) <0 entonces la grdfica tiene concavidad hacia abajo en (c, f(c)).

Para hacer evidente hacia a donde nos dirigimos, vamos a ver que sucede con f'(z)
cuando f(x) es céncava hacia arriba. Lo que pasa es que f'(x) crece, esto debe ser claro
al observar la siguiente grafica (las pendientes de las rectas tangentes a cada punto de la
siguiente grafica).

(x)

(Xa, f(xa))

( %, fx)) o)

-f(x)

7 (x0) < ()< T (xa)< £ (xa)

Figura 2.12: Comportamiento de f’(z) cuando f(z) es céncava hacia arriba

Recordemos el teorema 4, éste dice que si g(x) es una funcién continua y ¢'(z) > 0
en (a,b) = g(x) crece en [a,b]. Con esto en mente, si queremos saber si f(z) es céncava
hacia arriba, en cierto intervalo, s6lo tenemos que saber si f/(x) es creciente en ese inter-
valo, y esto lo sabremos verificando que f”(z) > 0 dentro de nuestro intervalo de interés.
Entonces si f”(z) > 0 en (a,b) = f'(z) crece en [a,b] y por lo tanto f(z) es céncava
hacia arriba en (a,b).

Entonces, jqué tenemos?

Supongamos que f’(¢) = 0 para algin ¢ en (a,b), por lo tanto, ¢ es un mdximo o
minimo local de f(z) en (a,b). Si resulta que f”(c) > 0 querrfa decir, por todo lo ante-
rior, que f(x) es concava hacia arriba en (a, b), entonces forzosamente ¢ es un minimo local.
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En caso de que la funcién sea céncava hacia abajo es totalmente andlogo y lo es-
tableceremos en el bien conocido criterio de la segunda derivada, pero antes necesitamos
saber lo que sucede con los puntos en los que la concavidad cambia.

El punto de inflexién es un punto en donde la concavidad cambia.

f(x)

(ky, f(ka))

(ka, (k)

4(x) — (k=0

Figura 2.13: Punto de Inflexién

En este momento, ya estamos listos para enunciar uno de los resultados més co-
nocidos y a la vez menos comprendidos para detectar maximos y minimos locales. Este
teorema es el resultado de todo el analisis anterior.

Teorema 6. (Criterio de la seqgunda derivada)
Sea f una funcion derivable en (a,b) en donde ¢ € (a,b) y f'(c) =0 (c es un punto
critico)
» Si f"(c) <0 entonces f tiene un mdzimo local en c.

» Si f"(¢) > 0 entonces f tiene un minimo local en c.

Los maximos y minimos locales que podriamos encontrar y graficar mediante el
criterio de la segunda derivada se verian como los de la Figura 2.14.

Utilizando todo lo anterior podemos hacer una guia para poder graficar una funcién
continua.
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fx) flx)

N ah

-flx) fx)

Figura 2.14: Criterio de la segunda derivada, en donde se localiza un minimo y maximo
local, respectivamente

Guia para graficar una funcion continua

1. Determinar el dominio de f. En este paso debemos identificar los puntos en los que
f no esté definida (en caso de que existan).

2. Verificar si f es continua y sus posibles discontinuidades. Recuerden que para utilizar
muchos de los resultados vistos en estas notas, necesitamos que f sea continua en
[a, b].

3. Encontrar las raices de f (los puntos en los que f(x) intersecta el eje de las z’s).
4. Encontrar los puntos criticos de f (f’'(¢) = 0).

5. Determinar si los puntos criticos son maximos o minimos locales. Esto debe hacerse
con el criterio de la primera derivada o con el criterio de la segunda derivada. Es
importante mencionar que si f'(¢) = 0y f”(¢) = 0 para determinar qué clase de
punto es ¢ debemos utilizar el criterio de la primera derivada, pues claramente el
criterio de la segunda derivada falla.

6. Encontrar los puntos de inflexién.

7. Evaluar la funcién en los puntos encontrados y graficar.

De la lista anterior el paso 3 (puede llegar a ser dificil despejar x) y 6 pueden ser
omitidos, sin embargo la grafica quedara mejor si se les incluye. Vamos a graficar algunas
funciones utilizando lo visto anteriormente, en este caso trataremos de seguir todos los
pasos.

Ejemplos:
1 Sea f(x) = 12 + 222 — 2% realizar todo el procedimiento anterior para graficar f.
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1. Su dominio es todo R.
2. La funcion es continua en todo R.

3. Vamos a encontrar las raices de f(x).

fz)=0 & —z'42:2412=0
& ot -2 =12
e -2t +1=12+1
& (22-12=13
s 22=1++V13

& r==+\1+=£Vv13

Nos quedamos sbélo con las raices reales, entonces

z=\1+V13, —\/1+VI3=2=214, —2.14

4. Vamos a encontrar los puntos criticos de f.
fllx)=0 & 4z(1-2*)=0
& 1=061-2>=0
Pero 1 — 22 = 0 < 22 = 1 por lo que = F1. Por lo tanto los puntos criticos son
z=0,1, —1.

5. Tenemos que determinar si los puntos criticos son minimos o maximos locales. Esto
lo haremos mediante el criterio de la segunda derivada.

fl(x) =4z — 42 = f"(x) =4 — 1227

Evaluando
"(0) = 4>0 = 0 es un minimo local.
f"(-1) = —-8<0 = —1 es un méximo local.
f"(1) = —8<0 = 1 esun méximo local.

6. Ahora vamos a encontrar los puntos de inflexién

f'(x)=0 & 4-1222=0

4-122°=0 & 1-322=0
= 22=1/3

1
&S r=+—

V3

1
Entonces los puntos de inflexién son © = +—

V3
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7. Evaluamos en los puntos encontrados y graficamos

f(£2.14) = 0 esto es obvio.
f(=1) = 1242 —1 = 13 maximo local.
f(1) = 13 maximo local.
f(0) = 12 minimo local.
1 108+6—-1 113
f <_\/§> = 12+4+2/3-1/9 = 72 = = 12.5 punto de inflexién.

1 108 +6 -1 113

f <\/§> = 1242/3-1/9= % =9 = 12.5 punto de inflexion.

A continuacién mostramos la grafica realizada en el paquete R.

12

10

-5 0 5

Figura 2.15: Funcién f(z) = 12 + 222 — 24

Las siguientes funciones se dejan al lector, pero se muestra la grafica a la que se debe
llegar.
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Figura 2.16: Funcién f(z) = (2% —1)?

60

x
2 +1

Figura 2.18: Funcién f(x) =

Ejercicios

Gréfica las siguientes funciones haciendo uso del criterio de la primera y segunda
derivada, asi también verificando donde la funcién es céncava hacia arriba y hacia abajo,
los puntos de inflexion, las raices de la funcién.

i flx)=a*-2

ii. g(z) =23 — 2% — 22

7
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iii. h(z) =2° + 23
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2.4. La Integral

La integral generaliza el concepto de drea y su construccién bésica se centra en el
célculo del area de regiones simples, ;como?

El drea de un rectdngulo, digamos R, es Area(R) = bh, usando esto, si se quiere
calcular el drea bajo f(z) > 0 Vx € [a,b] con f(z) continua en [a,b]. Veamos la Figura
2.19 para tener una mejor imagen de f.

/\/\

fx)

-flx)
Figura 2.19: Funcién f(z) tal que f(z) > 0 Vz € [a, b]

Podemos dividir el intervalo [a,b] en n sub intervalos, de forma que todos tengan la

b—a
misma longitud ——. Entonces los puntos de divisién de cada intervalo serian:
n

b—a b—a b—a
=>900=a,961=a+7,x2:a+2 e Tpe1=a+(n—1) , Tp=2>
Y claramente con esta construccion, tenemos que:
b—a
= T — Th—1 =
n
. , Tk + Tp—1 .

Ahora, para construir nuestros rectangulos hacemos uj = — el punto medio de

cada intervalo y evaluamos f en cada uy (f(ug)) y tomamos esto como la altura de cada

‘ . . a .
rectangulo, mientras que el ancho serd x — xr_1 = , con esto, podemos construir la

grafica de la Figura 2.20.

b—a

De la Figura 2.20 tenemos que n =5 = xp — Tp_1 = la longitud de la base

de cada rectangulo y la longitud de altura de cada rectdngulo es f(uy). Entonces, una
aproximacion al drea debajo de la funcién es

if(uk) <b;a>

k=1
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fix)

X | amxd U Iu; [ U I Uy ] Us Tlp=xs X

~f(x)

Figura 2.20: Aproximacion drea debajo de f

Y si hacemos que la particién sea cada vez més fina (aumentando n), tenemos que el drea
debajo de f serd

i 3 st ()
k=1

La misma idea que en la parte anterior se aplica cuando f(z) < 0.

f(x)

-f(x)

Figura 2.21: Aproximacion area de f cuando es tanto positiva como negativa

El area que se encuentra arriba menos el drea que se encuentra por bajo es igual a

i 3 st ()
k=1
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Ejemplo:

Vamos a calcular una integral via la definicién, esto lo haremos por inica vez y sélo
para que el lector se convenza de que una integral se calcula realmente como una suma.

Sea f(z) = 16 — 22, calcular el 4rea bajo f(z) en [0, 3].
Se parte el intervalo en:

3 3
Y por simplicidad w1 = —, ug =2—,---, up = 3.
n n

fx)

-f(x)
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3 " 3\12%]| /3
/ 16 — 22dxr = lim 2{16— [k: ()] }()
0 n—oo n n
k=1

- 9k2\ /3
- i3 (105 (0)
k=1
o (48 27k?
= nlgﬂo;<n‘m>

Para resolver lo anterior, tenemos que saber lo siguiente:

T—00 x—>o0 T—00 I

1 1 17"
VeeR lim — =0 = h’m:[h'm ] =0

n(n+1)(2n+1)
6

n
y que Zk2:1+22+--~+n2:
k=1

Entonces, sustituyendo

3
/16—:52(1;5 — 48— 97 lim [1 n(n+1)(2n—|—1)>]
0

Entonces, el area bajo f(z) en [0,3] es igual a 39. Le repetimos al lector que esto
es so6lo para convencerlo de que en realidad una integral se calcula mediante sumas, y de
hecho todo lo correspondiente a integrales se demuestra de esta forma, sin embargo, no
seguiremos este proceso y nos limitaremos sélo a enunciar algunos resultados importantes
acerca de integrales y probaremos sélo los mas sencillos.

Propiedades de la integral definida

= Si f(a) existe = /a f(x)dx =0
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b
» Sea c cualquier nimero real, entonces / cdr = c(b—a)
a

Demostracion:

La primer propiedad es obvia, pues el area debajo de f(x) de a a a es cero. Para la
segunda solo hay que emplear la definicién, entonces

b n b
, —a
/ cdr = lim c< )
a n—o0 n
k=1
i b—a
= lim nc
n—00 n

= ¢(b—a)

Teorema 7. Si f y g son integrables en [a,b] y ¢ € R entonces:

i /ab of (x)dz — c/abf(x)da:
i /ab (f(w)+g(a:))dx:/abf(m)d:v+/abg(:n)d:v

Para enunciar el siguiente problema necesitamos recordar el siguiente conjunto de
nimeros, el conjunto de los nimeros racionales

Q={m/n : m,n € Zconn#0}

Teorema 8. (Regla de la potencia)

SireQyr#-1

Ejemplo:

2 2
/ (23 +1)%ds = / 25 + 223 + 1dx
-1

-1

- [27+24+2} - [(_71)7 + %(—1)4+(—1)
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Teorema 9. Si f es una funcion integrable en un intervalo cerrado [a,b] y a < ¢ <b son
tres numeros en el intervalo entonces

/abf(x)da::/acf(m)d:ﬁ+/cbf(x)d:v
/32 |z|de = /02 —xdx—i—/ogafdx

Ejemplo:

B _2—2+50
_ (_2)2 32
= <0 )+ (5 -0
4 9
= S =13/2
2+2 3/

El siguiente teorema es muy importante y relaciona la integral y la derivada de una funcion.
En probabilidad se usa para verificar que la derivada de la funciéon de distribucién de una
v.a. continua es la densidad, pero esto se tendrd que ver mas adelante.

Teorema 10. Sea f continua en [a,b]. Sia <c<b = Vz € [a,b]

| = s
/;t?dt:t;

T 2
:>d/ t2dt:3i::172
dx 2

Ejemplo:

Uno de los métodos maés ttiles para integrar viene dado por el siguiente:
Teorema 11. (Método de sustitucion o cambio de variable)

g(b)
Siu=yg(zx) = / flg dx—/ f(u)du
g(a)

Se esta haciendo el cambio de variable
u=g(z)= du=g'(x)dx
Al hacer este cambio de variable, los limites de integracion también cambian
r=a = g(x) = g(a) = u=g(a)
z=>b = g(x)=9(0b) = u=g()
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Ejemplo:

10 1

dx =3 —d
v 2 \/5x—1$

10 3
/2 Voxr —1
Hacemos el cambio de variable

u=g(x)=5x—1 = du=bdr

Por lo que cuando
x=10 = u=5(10) — 1 =49

Y si
r=2=u=52)—-1=9

5
Asi, sustituyendo en la férmula de cambio de variable y multiplicando por un 1 = R

adecuado, tenemos

3 10 1 3 49 1

S L sd SO
5y Va1 0 T 5Jy Va"

_ 3/49u1/2
5 Jg

- Sl

6
= 5(7—3)

24
)

2.4.1. Las Funciones Exponencial y Logaritmica
En esta seccién definiremos las funciones logaritmica y exponencial. Estas funciones
son muy importantes en estadistica, pues se usan mucho, por lo que conviene saber al-

gunas de sus propiedades basicas. Empecemos por enunciar el siguiente teorema que nos
servira para definir la funcién logaritmo.

Proposiciéon 2. Sic<d

= /Cdf(a:)da; = —/dcf(x)dx

&= /dcf(x)dx = —/cdf(m)dx
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Entonces, el logaritmo natural representa el drea debajo de la funcién 1/t si ¢ > 1,
esto lo podemos ver en la siguiente gréfica.

1
1
L

six>1

Figura 2.22:

Ahora, lo que pasa si 0 < t < 1 es que In(x

Area de la funcién 1/t si t > 1

/ —-dt = / —dt. Entonces

calculamos el drea debajo de 1/t de (z,t) (en este caso x < t) y la multlphcamos por un
menos, es claro que el logaritmo de cualquier nimero menor a 1 siempre serd negativo.

Figura 2.23:

Area de la funcién 1/t si 0 <t < 1
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Si aplicamos el teorema que relaciona la integral con la derivada, tenemos que:

1 d 1
1 = —dt —1 = —
n(z) /1 Sdt = —— n(z) .
Entonces aplicando la regla de la cadena
d. 5 1 2
Ahora con otra funcién
d
—In(z®*+62+3) = ————(32°+6
gz M 0r+3) = 3 (B £ 6)

Para deducir las propiedades mas usadas de In(x) necesitaremos el siguiente:

Teorema 12. Si f(x) y g(x) son funciones tales que

fl@) =g (@) Vz € [a,b] = f(z) =g(x)+c

para algin nimero ¢ y Vx € [a,b).

Lo que quiere decir este teorema es que si la derivada de dos funciones es la misma
en todo un intervalo cerrado, entonces las funciones sélo difieren en una constante en ese
intervalo.

Ejemplo:

Sean f(z) = 322 + 276 y g(z) = 322 + 6 entonces f'(x) = ¢'(x) = 6x. Supongamos
que no conocemos f y g sélo sus derivadas entonces por el teorema sabriamos que f(z) =
g(z) + ¢ y de hecho en este caso sabemos que ¢ = 270.

Teorema 13. (Propiedades de logaritmo) Sip >0 y q > 0 entonces

i) Inpg=Inp+Ingq

ii) lin:TlanreQ(r:%: m,n € Z, n # 0)

i11) n? =Inp—Ing
q
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Prueba de i):

d 1 d 1
Tenemos que T In(z) = — ¥ que - In(pz) = p_:vp =

Entonces por el Teorema 12, In(pz) = In(z) + ¢V 2 > 0

1
x

El resultado anterior es valido para toda x > 0, en particular es valido para = = 1,
entonces sustituyendo In(p) = In(1) + ¢ pero In(1) = 0, entonces In(p) = ¢, asi llegamos a
que In(pz) = In(p) + In(x) y evaluando las funciones anteriores en ¢, tenemos el resultado
deseado.

In(pg) = In(p) + In(q)

Ultimas férmulas para integrales
b1
/ —dz =1n|b| — In|al
o T

b
/ dr = e’ — e°
a

Ejercicios

Calcula las siguientes integrales.

6
/ |2 |dx
3
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5
/ |z — 3|dx
—6

33— a4
——dx
u x

/6 z+1
———dz
1 T4+ 2z

89



Capitulo 3

Elementos del Algebra de Matrices

En estadistica, el algebra de matrices es muy util, especialmente en el estudio de
modelos lineales y en el analisis multivariado. Algunos conceptos, tales como la salud del
individuo, el crecimiento de una poblacién, etc., no se pueden definir adecuadamente con
una sola variable, por lo que se requiere un arreglo de varias dimensiones para lograr una
descripcién apropiada.

3.1. Conceptos Fundamentales

3.1.1. Vectores y Matrices

La componente ij-ésima de A, denotada por a;;, es el nimero que aparece en el i-ési-
mo renglén y la j-ésima columna de A. Indicaremos las matrices por las letras mayusculas
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italicas. Entonces la matriz A de dimension m x n se denota como:

ail ai2 e alj T ain

a21 a2 - a2; to a2n,
A=

R R ) B

Aml Am2 *° Qmj - Gmp

Notacion: en ocasiones las matrices se presentan entre corchetes en vez de paréntesis.
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En otras palabras, un vector columna puede verse como una matriz n X 1. Los
vectores se denotan como x 6 z. La notaciéon x supone un vector columna, mientras que
el vector renglén estd dado por el transpuesto de un vector columna x! = (x1, 22, ,x,).
(Ver Seccién 1.1.2.)

La palabra “ordenado” que aparece en la definicién de vector es esencial. Dos vec-
tores cuyas componentes sean iguales pero escritas en distinto orden, no son iguales. La
interpretacién geométrica de un vector x = (1, z2) es un punto en el plano XY (R?).

Se pude calcular la magnitud de un vector de la siguiente manera. Si tenemos el
vector x' = (wq,x9, -+ ,x,) entonces la magnitud de x, que se denota por Ly se define
como

Un vector x es unitario si su magnitud es uno.

Ejemplos:
6 9 2 all = 6
14 7 3 ag =4 - 0 1 8 bas =3
Ava=1 49 1 az = —1 Baxs = < -5 4 3 ) by = —5
8 0 —2 a43 = —2
Los vectores x, y y z son distintos:
1 1 5
2 3 4
X = 3 y = 2 zZ = 3 Ly =Ly =L,=+V55
4 5 2
5 4 1
1 0 3 matriz 0 0 0 matriz 1 0 0 matriz
0 5 4 cuadrada 0 0 0 nula 010 identidad
3 4 6 simétrica 0 0O 3x3 0 01 3x3
1 00 matriz 1 2 3 matriz 1 0 0 matriz
0 50 dinconal 0 4 5 triangular 2 3 0 triangular
0 0 6 & 0 0 6 superior 4 5 6 inferior
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3.1.2. Transpuesta

La transpuesta de A se denota por A*, AT 6 A’. Esqueméticamente,

ail ai2 te Aln ai;p asp - am1

a1 a2 T a2n a2 a2 - Am?2
si A= . . ) . entonces Al = .

Gml Gm2 - amn Q1p A2n - Omnp

En otras palabras, el i-ésimo renglén de A pasa a ser la i-ésima columna de Af, y la j-ésima
columna de A pasa a ser el j-ésimo renglén de Al.

Propiedades: Supéngase que A = [a;;] es una matriz de n x m y que B = [b;;] es una
matriz de m x p. Entonces

1. (ANt = A.
2. (AB)' = Bl A,

3. Si Ay B son de dimensién n x m, entonces (A + B)! = A' + B'.

Ejemplos:
79
70 2
A=A30=| 0 —4 At=At2X3=(9 4 _3>
2 -3
2 0 3 2 8 9
B=DBss=|8 -1 1 B'=Bi,=10 -1 -2
9 -2 0 31 0
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s C' y D son matrices simétricas

4 0 7 4 1
C =Cs43 = 0o 2 -1 D:D2X2=<_1 )
7T -1 3

3.2. Operaciones de Matrices
3.2.1. Adicién y Multiplicacién
Adicion de Matrices

Denotamos por A y B a dos matrices de m x n por A = [a;;] y B = [b;;]. Entonces
la suma de A y B es la matriz A + B de m x n dada por:

a1 +bin aix+bi2 -+ ap +biy

ag1 +ba1  aze+b - ag, + by,
A+ B = [aij + bij] = : : .

am1 + bml am2 + bm2 cr Qmp Tt bmn

Es decir, A 4+ B es la matriz m X n que se obtiene al sumar las componentes correspon-
dientes de A y B. La suma entre matrices se restringe a que ambas deben tener la misma
dimension.

Multiplicacion de una Matriz por un Escalar

Si A = [a;;] es la matriz de m X n y si a es un escalar (nimero) entonces la matriz
aA de m x n esta dada por

aall aal12 s Aa1n

Qagy  Qazy v gy
aA = aai;] =

Ay CQm2 AAmn,

Es decir, oA es la matriz que se obtiene al multiplicar cada una de las componentes de A
por a.

Propiedades
Sean A, B y C matrices de m X n y a un escalar. Entonces:

1. A+ 0= A (0 es la matriz cero de m x n).
2. 0A =0 (0 es el escalar 0).

3. A+ B = B+ A (ley conmutativa).
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4. (A+B)+C = A+ (B+C) (ley asociativa).

5. a(A+ B) = aA + aB (ley distributiva).

Ejemplos:

Sean o = —2 y 0 escalares, y las matrices A, B, C' y 0 dadas por

2 4 2 -1
A= Azy9 = 3 0 B = B3y = 4 -3
5 1 -5 9
0 0
C202x2:<;l 3) 0=03x2=1 0 0
0 0
= A+ B
4 3
A+ B = 7 =3
0 10
« A-B
2 4 -2 1 0 5
A-B=A+(-1)B=|3 0 |+| -4 3 |=[ -1 3
5 1 5 =9 10 -8
s 0A!
0 0 O
0A! = 0 0 0
0 0 O

= Ay C,y By C no se pueden sumar porque tienen dimensién distinta.

s A
—4 -8
aA = -6 0
—-10 -2

n oC

—8 —4
aC’-(_2 —6)
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3.2.2. Productos de Vectores y Matrices
Productos de Vectores

Sean x! = (71,22,...,7,) Yy ¥' = (¥1,%2, - . ., yn) dos vectores de n componentes. El
producto punto (o producto interno) de x y y, denotado por x *xy, estd dado por

X*y =21Y1 +22y2 + - + Tnln.
El producto punto de dos vectores de n componentes es un escalar.

Propiedades
Sean x, y y z vectores de n componentes y « un escalar. Entonces:

1. xx0=0.
X*xy =Yy *X.

xx(y+2z)=x*xy+x*2.

L

(ax)xy = a(xxy).

Productos de Matrices

Sea A = [a;;] una matriz de m x n 'y B = [bj;] una matriz de n x p. Entonces el
producto de A y B es la matriz C' = [¢;;] de m X p tal que

¢ik = (i-ésimo renglén de A) x (k-ésima columna de B).

Dicho de otra manera, el elemento ik-ésimo de C = AB es igual al producto del i-ésimo
renglén de A y la k-ésima columna de B. Si se desarrolla se obtiene que

n
Cik, = E a;jbjx = aij1big + ai2bo + - -+ + ainbpg.
j=1

Dos matrices se pueden multiplicar sélo si el nimero de columnas de la primera
matriz es igual al nimero de renglones de la segunda. Cuando se multiplican dos matrices,
es util escribir su dimensién a manera de verificar que el nimero de renglones y columnas
coincidan. Es decir,

AB = AanBnXp = C1m><p =C.

Nota: en general, el producto de matrices no es conmutativo, es decir, AB # BA.

Definicién (matriz idempotente):

Sea A una matriz cuadrada, si A> = AA = A, entonces la
matriz es idempotente.
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Propiedades

1. A(BC) = (AB)C (ley asociativa).
2. AB+C)=AB+ ACy (A+ B)C = AC + BC (ley distributiva).

Ejemplos:
Sean
2 6 6 4
x={3] y=| 1] Ase=| 0 3 Bzxg<g . _13)
8 0 -1 1
42 0 -—-14
= x*xy=9 C3x3 = AB = 0 9 3 DQXQZBA:<45 19>
-1 10
-7 5 4
3.2.3. Traza

La traza de una matriz cuadrada A de orden n x n es la suma de los términos de la
diagonal, es decir

traza(A) = traza(Apxn) Z Qs

Propiedades

1. traza(A!) = traza(A).

2. traza(cA) = c x traza(A).

(
(
3. traza(A + B) = traza(A) + traza(B).
4. traza(AB) = traza(BA)

(

t

. traza(ABC) = traza(BCA) = traza(CAB).

Ejemplos:

= traza(A) =14+3+6=10

s

Il
O O
EN U
= NICIN
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3.2.4. Determinantes

Sea A una matriz de 2 x 2,

a1 a
A= a2 )
azr  G22
el determinante de A = Asyo se define como

air  a12

det(A) = |A] = 1 o

= 11022 — A12021.

El determinante de una matriz de orden n x n se definird en forma inductiva como
sigue:

Sea A una matriz cuadrada de n X n, el determinante de A es un escalar tal que
det(A) = |A| = a11An + a12diz + - + a1 Ain
donde
Aij = (—1)"7  determinante de la matriz A sin el i-ésimo renglén y la j-ésima columna.

A;; se conoce como la 7j-ésima menor de A.

Para el caso de una matriz de A de 3 x 3, el determinante es

aln a2 ai3
det(Asx3) = |Asxs| = | a21 a2 ags | =
as; agz ass

11022033 + 0210432013 + 431012023
—a11032023 — (21012033 — (31022013

Propiedades
1. |A] = |AY.
2. |AB| = |A||B].
3. |AB| = |BA|.

4. |cAnxn| = " Anxnl
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Ejemplos:
a=(20) = m=| 2 1 cen-wes -u
1 4 0
B = 2 9 6 = |B| = b1 B11 + b12B12 + bi13B13
-1 -2 1
B =0 5 S — e - @219+ 12-2
By =2 2 ‘f] = (-D[@1) - (-] = (~1)(2 +6) = -8
B =0 20 | - i@ - 00 =—4+9-s5

= [B|=1(21) +4(—8) + 0(5) = 21 — 32 = —11

3.2.5. Operaciones Elementales de Renglén

Las operaciones elementales por renglén son:

1. Multiplicar (o dividir) un renglén por (entre) un nimero distinto de cero.
2. Sumar el multiplo de un renglén a otro renglén.

3. Intercambiar dos renglones.

El proceso de aplicar operaciones elementales de renglén con el propédsito de simpli-
ficar una matriz aumentada se llama reduccion por renglones.
La notacién correspondiente a cada una de las operaciones elementales de renglon

es como sigue:

1. R; — cR; significa “sustitiyase el i-ésimo renglén por el ¢-ésimo renglén multiplicado
por ¢”.

2. R; — Rj; + cR; significa “sustitiyase el j-ésimo renglén por la suma del j-ésimo
renglén y el i-ésimo rengléon multiplicado por ¢”.

3. R; <+ R; significa “intercaAmbiense los renglones i y j”.

Una vez que se tiene la matriz escalonada reducida, ésta da la solucién al sistema, pro-
porcionando los valores de x1, 29, ..., ZTy.
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Ejemplos:
1 2 -2 —4
A=<3 4> == R1—>—2R1 AZ( 4)
5 —1 9 7
B:(2 4) = R — R1+ 2Ry B:(2 4)
4 =2 3 0
C=<3 0) = Ri & Ry C=<4 _2>

3.2.6. Inversa de una Matriz Cuadrada

En primer lugar definiremos la matriz identidad.

Sea A una matriz cuadrada de n x n, entonces,
Al, = A=1,A.

En otras palabras, I,, conmuta con toda matriz de n x n y las deja inalteradas de cada
multiplicacién por la derecha o por la izquierda.

Sean A y B matrices de n X n. Supongamos que
AB = BA=1,,
entonces a B se le llama inversa de A, y se escribe como A™!. Se tiene entonces que

AAT = A"1A=1,.

Si A tiene inversa, se dice que A es invertible.
Si una matriz cuadrada A es invertible, entonces su inversa es unica.
Sean A y B matrices invertibles de n x n, entonces AB es invertible y

(AB)"! =pB7tA7L
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Obtencion de una Matriz Inversa

Sea A una matriz cuadrada de dimensién n x n. Su inversa A~!, se obtendrs de la
siguiente manera:

1. Escribase

ail a2 A1n 1 0 0
agsr a2 - aon 0 1 0
anl An2 -+ Gpn o0 --- 1

2. Aplicando operaciones por renglones a ambas matrices, se transformard la matriz A
(a la izquierda) en la matriz identidad de orden n x n. Debido a que las operaciones
por renglones se aplicardn de manera simultdnea a las dos matrices, la identidad (a
la derecha) ird cambiando también.

3. A1 serd la matriz que quede al lado derecho (I originalmente) como resultado de
transformar A en I. Finalmente tendremos

01 0
00 -+ 1

Nota: Si la matriz A no es invertible, serd imposible transformarla en la matriz identidad.

Ejemplos:

Sea A una matriz de 2 x 2, deseamos obtener su matriz inversa, A~ 1.
2 -3
-4 5
2 =311 0
-4 5|0 1
el lado izquierdo debe transformarse en la matriz identidad Ioxo,

1 _ _
= B Ry (1 3/2]1/2 0) L Ry R4 AR (1 3/2]1/2 0)

escribimos

-4 5 | 0 1 0 -11] 2 1

10
01

1 —3/2
0 1

1/2 0

-2 -1

)

3
= Ry — — R ( ) :>R1HR1+§R2 <

por lo tanto

()
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3.2.7. Dependencia Lineal y Rango

Se dice que un conjunto de vectores x1,Xa,...,X, son linealmente dependientes si
existen constantes a1, as,...,q, las cuales no son todas iguales a cero, tales que

p
E ;X = 0,
=1

de lo contrario, se dice que los vectores son linealmente independientes.

Esta definicién nos lleva a la idea de rango de una matriz, el cual se define como el
nimero maximo de renglones que son linealmente independientes, o de manera equivalente,
como el nimero maximo de columnas que son linealmente independientes. Si A es de orden
m X n, entonces el rango de A es tal que rango(A) < min(m,n). Encontramos que

rango(A) = rango(A') = rango(AA") = rango(A'A).
Si A es una matriz cuadrada no singular de orden n xn, entonces A es de rango completo n.
Pero si A es singular, entonces los renglones y las columnas son linealmente dependientes
y rango(4) < n.
Ejemplos:
Sean los vectores
x'=(1,0,-1,2), y'=(4,0,—-4,8), z'=(6,2,2,0)

entonces x y y son linealmente dependientes porque x — 4y = (0, 0,0, 0)%; y los vectores x
y z son linealmente independientes pues no existe un « # 0 tal que x + az = (0,0,0,0)*.

1 0 2 2 4 6
A=| -2 0 —4 rango(A) = 2 B=|45 6 rango(B) =3
2 2 2 3 1 =2

3.2.8. Matrices Definidas y Semi-Definidas Positivas

Una matriz cuadrada A se llama:

» definida positiva si x! Ax > 0 para todo x # 0.

» semidefinida positiva si x'Ax > 0 para todo x.

Si A es definida positiva, entonces también es semidefinida positiva.
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Ejemplos:

= A no es semidefinida positiva ni definida positiva, porque existe un x # (0,0)* tal
que x!Ax < 0. Sea x = (2, —1)!, entonces x'Ax = —3.

(1 2 tal 1 2 T = 22 + 6x172 + 573
A= <4 5 > = XAX—(3317332)<4 5 > <1‘2 > :($1+5332)(1‘1+$2)
» B es semidefinida positiva porque x!Bx = (x1 + 375)? > 0 para todo x = (21, z2)".
(1 2 ¢ _ 1 2 T = x% + 6x120 + 9x%

» C es definida positiva porque x!Cx = 2% + 423 > 0 para todo x # (0,0)".
o 1 0 t o ]. 0 I 92 2
C’—<O 4> XCX—(ZE1,$2)(O 4><x2>—x1+43}2

3.3. Sistemas de Ecuaciones Lineales

3.3.1. Transformaciones Lineales

Si el dominio de una funciéon 7" es R™ y su contradominio es R™, entonces a T se le
conoce como transformacion de R™ a R™, y se denota como T : R™ — R™.

Una transformacién lineal T : R® — R" se define por ecuaciones de la forma

wy = apr1r + air2 + -+ A1pTy
wy = a21x1 + a22r2 + - 4+ apTp
Wy = Ami%1 + am2T2 + -+ amply

En notacién matricial se tiene que W = AX. La matriz A se conoce como la matriz
estandar para la transformacién T

Ejemplos

= Las ecuaciones

w; = X1+ X2
wo = 3.%1332

2 2
w3 = xl + 3:'2

define una transformacién T : R? — R? donde

T(z1,22) = (w1, w2, w3) = (21 + 22 , 3v172 , T3 + 23)
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entonces si 1 =1 y zo = —2, entonces
T(1,-2) = (w1, w2, w3) = (1 - 2,3(1)(=2),1* + (-2)*) = (-1, -6,5)

» La transformacién lineal T': R* — R3 definida por las ecuaciones

wy = 2x1 4 3x9 + x3 — dxy
wg = 4w+ 30 —2T3+ 14
w3y = bx1 — x9+ 4x3

se puede expresar en forma matricial como

wy 9 -3 1 -5 il
w2 | =14 1 —2 1 ;
ws 5 -1 4 0 3

T4

3.3.2. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales se utilizardn para encontrar valores propios (ver
Seccién 1.4) y se pueden utilizar también para obtener la inversa de una matriz cuadrada.
Aqui se muestra cémo resolver estos sistemas utilizando el método de eliminacién de Gauss.

Tenemos un sistema de n ecuaciones con n incégnitas de la forma:

aiixy + apexre + - 4+ ATy = 21
asr1 + axpry + - 4+ QapTn = 22
ap1x1 + ap2r2 + -+ AupTn = Zp

El primer paso para resolver este sistema de ecuaciones es escribir el sistema como una
matriz aumentada, la cual tiene la siguiente forma

ailz a2 - A1n | 21
a1 a2 - A2n | 22
anl Ap2 - Qpn | 2n

La idea es convertir esta matriz en una matriz escalonada reducida por renglones, que
tendria la siguiente forma:

1 bis big -+ binl|lca
O 1 b23 cee bgn (&)
0 0 1 s bgn C3
0O 0 0 -+ 1 |cpy

La manera de conseguir esto es realizando operaciones elementales de renglén sobre la
matriz aumentada.
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Ejemplos:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

2r1 4+ 4x9 + 6x3 = 18
41 + bSx9 + 6b6z3 = 24
3r1 + x99 — 2x3 = 4
La matriz aumentada es
2 4 6 |18
4 5 6 |24
31 —-2|4

necesitamos reducirla a la forma escalonada,

12 3109 1 2 3|9
1 _

SRR |45 6 | ?;’?_ggl 0 -3 —6 |12
31 -2/ 4 3 3 L 0 -5 —11|-23
) 1 2 3 9 12 319
:>R2—>—§R2 0 1 2 4 = Ry — R3 + 5Ry 01 2 4
0 -5 —11]-23 00 —1|-3

1 2 3|9

= R3 — —R3 01 24

00 13

para obtener los valores de x1, zo y x3 debemos resolver las ecuaciones implicitas en la
matriz escalonada.

Por R3 obtenemos que x3 = 3.

En Ry tenemos la ecuacion xg + 2x3 = 4, dado que ya conocemos el valor de x3,
entonces xa + 2(3) = 4, por lo tanto xg = —2.

En R; tenemos la ecuacién x1 + 2z + 3x3 = 9, dado que ya conocemos xo y x3,
entonces x1 + 2(—2) + 3(3) =9, implica que z; = 4.

3.4. Raices y Vectores Propios

Vectores paralelos: dos vectores x y y son paralelos si el angulo entre ellos es cero o
7 (es decir, 180°). Pueden tener direcciones iguales u opuestas. Si x # 0, entonces y = ax
para alguna constante o« # 0 si y sélo si x y y son paralelos.

Valor y wvector propio, o valor y vector caracteristico, o eitgen valor y eigen vector.
Sea A una matriz p X p. El niimero \ recibe el nombre de valor propio de A si existe algun
vector diferente de cero ¢ € RP tal que

Ac = )c.
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En este caso se dice que el vector c es el vector propio (o vector caracteristico o eigen
vector) de A correspondiente al valor propio (o valor caracteristico o eigen valor) .

Geométricamente, lo que hace el vector propio c¢ al multiplicar a la matriz A es crear
un nuevo vector que es paralelo al mismo vector propio c.

Sea A una matriz de p X p, entonces A es un valor propio de A siy sélo si
p(A) = det(A — A\I) =0,

donde p(\) es un polinomio de A de grado p, y es conocido como polinomio caracteristico
de A.

Las raices de p(\), A1, A2, ..., Ay, son los valores propios de A. Toda matriz de orden
p X p tiene exactamente p valores propios.

A cada valor propio A; le corresponde un vector propio ¢; tal que

ACz‘ = )\ici.

Los vectores propios no son unicos ya que contienen un factor de escala arbitrario.
Por consiguiente, con frecuencia se les normalizd de manera que c‘c = 1. Cuando haya
valores propios iguales (raices repetidas de p())), los vectores propios correspondientes se
elegiran de manera que sean ortogonales.

Procedimientos para calcular valores y vectores propios

1. Encontrar p(\) = det(A — AI).
2. Calcular las raices A1, Az, ..., A, de p(A) =0.

3. Resolver el sistema homogéneo (A — \;I)c; = 0 que corresponde a cada valor carac-
teristico de \;.

Propiedades utiles
Sea A una matriz de orden p X p. Entonces
1. Y% A = traza(A).
2. [Al =det(A) =TT M = Aix Ag k% N

3. Si A es una matriz de niimero reales simétrica, entonces sus valores propios y vectores
propios son reales.

4. Si A es definida positiva, entonces todos los valores propios son estrictamente posi-
tivos.
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Ejemplo:

Sea A una matriz 3 x 3, deseamos obtener sus valores propios y sus correspondientes
vectores propios,

1 -1 4

A=13 2 -1

2 1 -1

Primero vamos a encontrar el polinomio caracteristico p(\) = det(A — AI),

1-X -1 4
_ _ B _ =021 =-20+)@)E) + @) (-1)(-1)
PV= S 2 T S () - @)D ) - ()2 - ()
es decir
pA) = =N +222 45X —6=—-A-1)(A+2)(A—3)
las raices del polinomio caracteristico son A\ = 1, A\oa = —2 y A3 = 3, tales que p(\;) =0

para i = 1,2,3, ahora necesitamos resolver el sistema (A — A\;I)c; = 0 para cada valor
propio A;.

Para A\ =1,
0 —1 4 C1 0
(A — )\ZI)C,L =0& 3 1 —1 Co = 0
2 1 =2 c3 0

este es un sistema de ecuaciones homogéneo, lo resolvemos a través del método de elimi-
nacién de Gauss, usando su matriz aumentada correspondiente,

0 -1 410 Ry Rot Ry [0 ~L 4]0
3.1 —-110 R s |30 3]0
2 1 —2/0 sABT 2 0 2]0
0 -1 4|0 0 -1 4|0
= Rp— 3R, [ 1 0 1]0 = R3—R3—2R, (1 0 1|0
2 0 2|0 0 0 0/0

por lo tanto el sistema es

T] = —T3
T = 41‘3
una solucion seria
1
C1 = —4
-1



3.4. RAICES Y VECTORES PROPIOS Algebra y Céleulo

si queremos que el vector este normalizado, entonces pedimos que c{c; = 1y por lo tanto
el vector propio asociado al valor propio A\ =1 es

1//18
C1 = —4/\/E
—1/4/18

Para Ay = —2,
3 -1 4 c1 0
(A — )\ZI)C,L =0& 3 4 -1 Co = 0
2 1 1 C3 0

este es un sistema de ecuaciones homogéneo, lo resolvemos a través del método de elimi-
nacion de Gauss, usando su matriz aumentada correspondiente,

3 -1 410 3 -1 4]0
34 1|0 | = et 15 0 150
2 1 110 3 3o 5 0 50
3 -1 4|0 -1 -1 00
= Ros &Ry = |1 0 1]0 om0 0 1o
5 0 50 3 3 2 0 0 0|0
por lo tanto el sistema es
To = —X1
T3 = —T1
una solucién seria
1
Co = -1
-1

si queremos que el vector este normalizado, entonces pedimos que chcg = 1y por lo tanto
el vector propio asociado al valor propio Ao = —2 es

1/v3
Co = —1/\/§
_1/\/3

Para \3 = 3,
-2 -1 4 c1 0
(A—)\lI)CZZO@ 3 -1 -1 Co = 0
2 1 -4 c3 0
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este es un sistema de ecuaciones homogéneo, lo resolvemos a través del método de elimi-
nacién de Gauss, usando su matriz aumentada correspondiente,

-2 -1 4]0 Ry Re—R [ 2 "L 4]0
3 -1 —-1]0 R Rt R 5 0 =50
2 1 40 P 0 0 00
-2 -1 4]0 0 -1 2|0
= Ry — iRy 1 0 -1]0 = Ri—> R +2R, | 1 0 -1]0
0 0 00 0 0 010

por lo tanto el sistema es

T1 = T3
To = 2x3
una soluciéon seria
1
C3 = 2
1

si queremos que el vector este normalizado, entonces pedimos que c4cs = 1y por lo tanto
el vector propio asociado al valor propio A3 = 3 es

1//6
2/1/6
1/v/6

C3

Descomposicién Espectral
El calculo de los valores y vectores propios es un aspecto muy importante del andlisis

de matrices. La descomposicion espectral relaciona la estructura de una matriz simétrica
con sus respectivos valores y vectores propios.

Toda matriz simétrica A de orden p x p puede escribirse como
P
A=CAC' =) N,
=1

donde A = Diag(Ai,A2,...,Ap) vy donde
C = [Cl,CQ,...,Cp}

es una matriz ortogonal cuyas columnas son los correspondientes vectores propios de la
matriz A.
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Ejemplo:

Consideremos la matriz
4 -1
po( 4 1)

Puede demostrarse que los valores propios de D son A\; = 5 y Ay = 3, mientras que
los vectores propios (normalizados) son ¢; = (—1/v/2,1/v2)! v ca = (=1/v/2,-1//2)¢

respectivamente.
1/ -1 -1 5 0 -1 1
— t_ —
A_CAC_2< 1 —1)(0 3)(—1 —1)'

3.5. Ejercicios

Entonces

Considera las siguientes matrices y vectores:

101 101

A:<;§) B:(f _21> C=(010 D=[111
00 1 2 2 3

1 3

w=(1234) x=(1-11-1) y= 2 a=| *
0 ~1

2 -3

Realiza las siguientes operaciones:

A+ B, A+ B, C+ D, Ct+ D! (C+ D).

» AB, B!A' = (AB)!, CD, C'D! = (DC)t, CD! = (DC").
= WY, YW, W * X = X * W, XZ, ZW.
= Calcula la magnitud de los vectores w, x, y, z.

» traza(A) = traza(A?), traza(B) = traza(B?), traza(A + B) = traza(A) + traza(B),
traza(CD) = traza(DC) = traza(D'C") = traza(C'D?), traza(C D') = traza(D'C) =
traza(DC?) = traza(C'D).

= Calcula los determinantes de la matrices A, B, C'y D

= Indica si las matrices A, B, C' y D son: cuadrada, nula, diagonal, simétrica, idem-
potente, no singular.

= Calcula la inversa de las matrices A, B, C' y D, indicando las operaciones por ren-
glones en cada uno de los pasos.
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= Calcula el rango de las matrices A, B, C' 'y D.

= Determina si las matrices A, B, C'y D son definidas positivas, semidefinidas positivas
0 no lo son.

= Calcula los valores propios y sus correspondientes vectores propios de las matrices
A B, CyD.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones

6x1 + 4xo + 2z3 = 23 —x1 + 219 + 313 =4 201 —x0+ 33 =4
—x1+ 319 —x3 =2 201 — 3xo + 223 =1 3r1 4+ x2 —drg =8
T — 219 — x3 = —6 —4x1 + 39 —x3 = —2 —x1 +4x90 — 3 = —13
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Apéndice A

Solucién de Ejercicios

A.1. Solucién de los ejercicios de Algebra

Ejercicios de la seccion 1.1.4
1. Diga cuél propiedad se ha usado en los siguientes enunciados:

a) 44+ 5 =5+ 4 conmutatividad en la adicion

b

)
) 0+ 8 = 8 neutro aditivo
c) (— xy) + zy = 0 inverso aditivo
)
)

d

(x + 2y) = 1 inverso multiplicativo

e) v+ y = 1(z) + 1(y) neutro multiplicativo

2. Encuentre el inverso aditivo y multiplicativo de los siguientes niimeros:

2z
a) B = inverso aditivo —?)—y inverso multiplicativo gy
Y
3a 3a s 2b
b) ——; = inverso aditivo 5, inverso multiplicativo — 57
2b “

¢) —— = inverso aditivo %, inverso multiplicativo —¢
c

d) (3z + z) = inverso aditivo —(3x + z), inverso multiplicativo 3;+Z

3. Resuelva lo siguiente:

a) Suponiendo que d # 0, dé el valor de z si:

)dr=d=x=1
2) d+zx=d=2=0

112



APENDICE A. SOLUCION DE EJERCICIOS Algebra y Céleulo

3) %(x)zl:,x:d

b) Muestre que los siguientes enunciados son ciertos:

1) (b+7)+2=7+(2+b) = (b+7)+ 2z = (7T+b) + z conmutatividad
en la adicién; = 7 + (b + z) asociatividad en la adicién; = 7 + (z + b)
conmutatividad en la adicién.

2) (b+c+d)ja=ab+ac+ad = (b+c+d)a=a(b+ c+ d) conmutatividad
en la multiplicacién; ab 4 ac + ad distributiva.

3) —a+(b+a) =b= —a+ (b+a) = —a+ (a +b) conmutatividad en la
adicién; = (—a + a) + b asociatividad en la adicién; = 0+ b inverso aditivo;
= b neutro aditivo.

4. Demuestre que Va,b,c € R = a(b—c¢) = ab — ac, y en cada paso anote la
propiedad o definicién que se usé. = a(b—c) = a(b+ (—c)) definicién; = ab+ a(—c)
distributiva; = ab + a(—1c¢) neutro multiplicativo; = ab + [a(—1)]c asociatividad
en la multiplicacién; = ab + [(—1)ac conmutatividad en la multiplicacién; = ab +
(—1)(ac) asociatividad en la multiplicacién; = ab—1(ac) definicién; = ab— ac neutro
multiplicativo.

Ejercicios de la seccién 1.1.5

= Exponentes. Simplifica cada expresién realizando las operaciones correspondientes y
dejando el resultado sin exponentes negativos o nulos.

2714171
7.t 3
2—1 _ 1—1

= Radicales.
1. Y4922y = Txy?

2. 32— 3

4 V4
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3. {/64xtydS = dxy/xy?

4 2 — 2
TV 323 Vv

5. O/81a8yt = V32 Yz /y?

6 425332:@
. )2 7

7 4x2+4aj+4_ x -+ 2
' 4x:2 V2

Opcionales:

11
= Si2¢ =10y 5" = 10. ;Cudnto vale o7 = a=logy 10 ~ 3321928, b = log; 10 ~
a

1.430677
. . y r+vy T . X
» Sean z,y,z € RT, es decir, z,y,z > 0 si = = — jcuanto vale —7
T —2z z y Y
a c a-+c a
Ayuda: si — = - = —— = —Va,b,c € RT.
yuda: si b= J b d b a,b,c

r_t+Ety+@) _20z+y
y @-2)+0@)+l) oty

Ejercicios de la seccion 1.2
Calcular las siguientes expresiones siendo:

r=-1,y=3,2=2,a=1/2, b=-2/3

—

4x3y? — 3xyz? =0
2. (¢ — y)(y— 2)(z — 2) = —12

ry? — 32 — 90
a+b

n (x —y)? + 22

ax + by
(z-Dy—-1(E=-1)
5. (a-1)0-1 =—4.8
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Ejercicios de la seccion 1.2.1

Efectuar los productos siguientes e indicar el nimero de férmula o propiedad que se
esta utilizando:

L (@ +at+23+22+2+1)(x—1)=2a0-1

N

(

(3y + x)(81y? — 27y3x + 9y%x? — 3ya® + 2t) = 243y° + 2°

(a+b+c)at+b—c)a—b+c)(a—b—rc)=[(a+b)?—c?|[(a—0b)?*-c?
4. (9a + b)(a — 2b) = 9a® — 17ab — 2b°

(2w + 3u)® = 8w? + 12wu + 18wu? + 27u?

(2% — 2 +3c)? = 2 + y¥ + 9¢* — 22293 + 62%c — 6yc

(

e+ 1)(e? —1)=e? -1

Ejercicios de la seccion 1.2.2

Descomponer en factores indicando que tipo de factorizacién es o el nombre de la
férmula que se estd utilizando:

1. 3ay? + 6ab® = 3a(y? + 2ab?)

2. (da+b)? - (2b—c)? = (4a — b+ c)(4a + 3b — ¢

3. 5w? — 3w? — 2w = w(w + 2)(w — 1)

4. 23427 =(2+43)(22 - 32+ 3?)

5. 8204723 —1=(822-1)(23+1)

6. (u? —v?)2 +8(u? —v?) +16 = [(u +v)(u —v) + 4]?

7. a®t 4 50" — 500t = a*(a™ + 10)(a™ — 5)

Ejercicios de la secci6n 1.2.3

Resuelve los siguientes ejercicios.

3 5
1. 2x+2:7<x—3>+1:$ gg

2. ;Para qué valor de d el nimero a es una solucién en las siguientes ecuaciones?

m 62+3d=2d+zx+12sia=3=d= -3
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s 3dtr=z+d+23=d=%
3. 1‘2—$—6:3:>1‘:71i§/??
4. 2> +5r+14=8=2=—-2,2 = —3

5. 23 -22=0= 2= 22

Ejercicios de la seccion 1.2.4

1. Demuestra: |a — b| < |a| + |b]
la —b] = la+ (=b)| <|a| +|—0b] = |a|] + |b] {Para qué valores de x se cumplen las
siguientes desigualdades?

2.3c+32<2x+34—x) =< -5

. +4<e<T+zrz=2< -1

4. lz+4=20=2=1662=—24

5. 16+8z>31=a< - 6x>2

6. 22+ 2x + 1 < 0. Grafica el resultado. = = = —1

Ejercicios de la seccion 1.2.5

Hay ejercicios que tienen solucién tnica, mientras que otros tienen una infinidad de
soluciones y otros simplemente no tienen solucién.

1.
2 + y = 3 _
-2z + y = -3 T VT 0
2.
-5 + y = 5 No hay solucién
-5 + y = -7 rectas paralelas
3.
—12z + 4y = -16 Infinidad de soluciones
9r — 3y = 12 rectas iguales
4.

3r + by + 2z = 3
2 — 3y + z =

S

r=-28 y=-3, z=51
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5.
4; i_ 3yy i i i _12 Infinidad de soluciones
-8 — 6y — 2z = 4 3z + 4y = -3
6.
r + y + z = 1
—or — 9y — o5z = 1 No hay solucién
8r + 8y + 8 = -8

Ejercicios de la seccién 1.2.6

1.

La serie armonica es E —
n
n=1

Calcula el valor de la serie arménica para los primeros 7 términos.
1 1 1 1 1

1
L ~ 2.592857
‘7 3 +3+4+5+6+7

IIM\I

2. Una serie geométrica es una serie en la cual cada término se obtiene multiplicando
el anterior por una constante. Por ejemplo:

§}£—1+1+1+1+ -+i+
nzozn'_ 2 4 8 2i

Calcula en la serie geométrica siguiente los primeros diez términos.

1
25

—0

<

il 1+1+1+1+i+1+1+1+1+i~M5
45 50 5152 5% 51550 BT 5 50T
3.
S J S .
iG+1)
D t . frnd
emuestra que Z 2 9



A.2. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS DE CALCULO Algebra y Célculo

Figura A.1: Solucién gréfica f(z) = (z — 2)?

4. Una serie alternada es aquella donde los términos alternan el signo. Calcula los ocho
primeros términos de la seria alternada.

oo

Z(_l)n+1%

i=1

8
1 1 1 1 1 1 1 1

_1n+17:1_7 PR - — — — — — ~0.6345238
;( S 2 3 15 6778

A.2. Solucién de los ejercicios de Calculo

Ejercicios de la seccion 2.1

1. Encuentra el dominio y el rango de las siguientes funciones.

) = 322 + 2z +1
a X
b) h(x) = 5z — 325 + 53, Dominio R, Rango R

¢) g(x) = /62 — 2, Dominio [%, oo), Rango [0, c0)

a) f(x , Dominio R — {0}, Rango R

2. Grafica las siguientes funciones haciendo uso de una tabla donde se representen los
valores del dominio y rango.

a) f(z) = (2 —2)? (ver figura A.1)

2
b) h(w) = w2 (ver figura A.2)
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200
I

150
I

h(w)
100
L

2
Figura A.2: Solucién grifica h(w) = —
w

Ejercicios de la seccion 2.2.2

1. Calcula los siguientes limites.

a)
242 +1
Im ——— =

rz——1 x+1 0

_4
lim —2

xﬁ\4f—2:4

o1
lim —5 =00
z—0 X

2. Diga si la siguiente funcién es continua y en caso afirmativo diga en dénde. g(z) =

2 —1 fr 1
cr1 07 Es continua en (—oo0, —1) U (—1,00) =R — {1}
352 siz = —1

3. Encuentra los valores para los cudles g(z) = 2% — 22° — 2% + 223 es g(z) < 0y
g(z) >0
Ver figura A.3. Ceros de la funcién g(z) = 0:

r=—1
Tr =
r=1

xTr =
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9(x)

Figura A.3: Solucién gréfica g(z) = 2% — 225 — 2* 4 223

Entonces
x € (—oo,—1) Positiva
z € (—1,0) Negativa
xz € (0,1) Positiva
x € (1,2) Negativa
z € (2,00) Positiva

Ejercicios de la seccion 2.3.1

1. Obtén la recta tangente en (2, f(2)) donde f(z) = (z — 1) = y =2z — 3

2. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) g(x) = 22°(Va) = ¢'(z) = T2 \/z
325 4 223 27— 96 _ 94
b) h@) = =55 = W(e) = “imtay

2
0) q@) = (Va?+2) = ¢(2) = ;32—
d) f(x) = sen <1> = f'(zr) = —5cos (ﬁ)

/T
f'(x) = cos(z)]

[Si f(x) = sen(z) entonces

O
w

Ejercicios de la seccion 2.3.2

Grafica las siguientes funciones haciendo uso del criterio de la primera y segunda
derivada, asi también verificando dénde la funcién es concava hacia arriba y hacia abajo,
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Algebra y Céleulo

Figura A.4: Solucién gréfica f(z) = 2% — 2

los puntos de inflexion, las raices de la funcién.
i. f(z)=a*—2 (ver figura A.4)
ii. g(z) =23 — 2% — 2z (ver figura A.5)
iii. h(z) =25+ 2 (ver figura A.6)
Ejercicios de la seccion 2.4.1

Calcula las siguientes integrales.

1.
6
/|x2\dx:63
3
2.
5
/|x—3|da::42.5
-6
3. 3.3 2 3 2
T —x°+x a a
—_——drx =75 — — + — —
/a T “ 3+ 2 ¢
4 e 1 1 1
xr + 2
—drx = -1 2e) — = log(3
/MQW v = log(c? +2¢) —  log(3)
5.

5
/ Ty — 1625 B 16—25
s 5 5
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Figura A.5: Solucién gréfica g(z) = 2® — 22 — 2z

h()
-100 0 100 200
L L L

-200

Figura A.6: Solucién grafica h(z) = x5 + 3
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A.3. Solucién de los ejercicios de Algebra de Matrices

Ejercicios de la seccién 3.5

Considera las siguientes matrices y vectores:

1 01 1 0 1
A:<;f) B:(§_21> C=1010 D=|111
0 01 2 2 3
1 3
-2 4
w=(1234) x=(1-11-1) y=| z=|
2 -3
Realiza las siguientes operaciones:
20
» A+ B = 31 , At + Bt = 3 3 ,C+D=11 21|, C+D=
3 3 1 3
2 2 4
2 1 2 2 1 2
022 |, (C+Dt=]0 2 2
2 1 4 2 1 4
3 2 4
_ (43 t At P _ tt _
AB<5O>,BA(AB) 3 0 , CD = 11 1], CD" =
11 2 2 2 5
(DCY=(0 1 2 |,cD!'=(DCH!=[0 1 2 |.
2 25 11 3
1 2 3 4
-2 -4 -6 -8
-wy:(5),yW* 0 0 0 0 ,w*x:x*w:(—Z),xz:(l),
2 4 6 8

3 6 9 12
4 8 12 16
-1 -2 -3 -4
-3 -6 -9 -12

ZW =

» Calcula la magnitud de los vectores w, X, y, z. Lw ~ 5477, Ly = 2, Ly, = 3,
L, = 5.91608.

» traza(A) = traza(A?) = 2, traza(B) = traza(B!) = 4, traza(A + B) = traza(A) +
traza(B) = 6, traza(CD) = traza(DC') = traza(D'C") = traza(C'D') = 7, traza(CD") =
traza(D!'C) = traza(DC") = traza(C'D) = 6.
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SOLUCION DE LOS EJERCICIOS DE ALGEBRA DE MATRIGEbra y Célculo

Calcula los determinantes de la matrices A, B, C'y D. |A| = =3, |B| =5, |C| =1,
D] =1

Indica si las matrices A, B, C'y D son: cuadrada, nula, diagonal, simétrica, idempo-
tente, no singular. A matriz 2 x 2 cuadrada, simétrica, no singular; B matriz 2 x 2
cuadrada, no singular; C' matriz 3 x 3 cuadrada, no singular; D matriz 3 x 3 cuadrada,
no singular.

Calcula la inversa de las matrices A, B, C' y D, indicando las operaciones por ren-
glones en cada uno de los pasos. A~! = < —1/32/3 ), B! = < 0.4 0.2 ),

2/3 —1/3 —0.2 0.4
1 0 —1 1 2 -1
ct'=(o0o1 0 |,D'= -1 1 o0 |,
00 1 0o -2 1

Calcula el rango de las matrices A, B, C' y D. rango(A) = 2, rango(B) = 2,
rango(C) = 3, rango(D) = 3.

Determina si las matrices A, B, C'y D son definidas positivas, semidefinidas positivas
o no lo son. A no es semidefinida positiva; B, C'y D son definidas positivas.

Calcula los valores propios y sus correspondientes vectores propios de las matrices

A, B, CyD.
' , (V2 -1/V2
A: valores propios ( 3 —1 ), vectores propios < V2 1/V2

B: valores propios ( 24+9 2—1 ), vectores propios ( _11//\\[% 1?% )
10 -1
C': valores propios ( 1 1 1 ), vectores propios 0 1 0
0 0 2.22044 x 10716
D: valores propios ( 4.365 0.317 4 0.358i 0.317 — 0.358i ),
0.267 0.710 0.710
vectores propios | 0.346 —0.105 — 0.428; —0.105 + 0.428:
0.899 —0.485+ 0.254¢ —0.485 — 0.2541¢

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones

6z1 + 4o + 223 = 23 x1 = 1.375 —x1 + 229 + 3x3 =4 r; =1
—x1+ 39 —x3 =2 To = 2.15 201 — 3xo + 223 =1 To =
T, — 229 — 3 = —6 x3 = 3.075 —4x1 4 319 — 23 = —2 r3 =1

201 — 1o+ 3x3 =4 ] =2

3T1 + x2 — 5x3 =8 To = —3

—x1 +4xe — 23 = —13 r3 = —1
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