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Introduccion

Una caracteristica del humano es tratar de interpretar los fenémenos que lo rodean, aprender del mundo a
partir de lo que se observa y de su experiencia a lo largo del tiempo. A partir de estas experiencias uno
aprende a hacer deducciones tutiles del mundo en que vive. No en valde parte de método cientifico tiene como
parte fundamental la observacion.

Inicio,
Tener una

Drar una conclusion

Hay una gran variedad de fenémenos que quisieramos describir, pero podemos empezar por clasificarlos entre
fen6bmenos deterministas y feno6menos aleatorios.

Un fenémeno determinista es aquel que, cuando se reproduce en las mismas condiciones, podemos predecir
con certeza cual va a ser el resultado, en otras palabras se rige bajo leyes causales. Este tipo de fenémenos
no son parte de nuestro estudio.

Por otro lado, el fenémeno aleatorio es el que cada vez que se realiza, aun bajo condiciones casi idénticas, el
resultado no se conoce con certeza, ademas que el resultado solo se sabe después de realizado el experimento.

Las herramientas con la que contamos para estudiar los fenémenos aleatorios son:

1. la probabilidad

(a) Grado de confianza o fundada apariencia de que algo suceda.

(b) En los juegos o probabilidad clasica, es la razon entre el nimero de casos favorables y el ntimero
de casos posibles.

(¢) y su formalizacion basada en planteamiento axiomatico de Kolmogorov en 1933.
2. y la estadistica.

(a) que es el estudio de los datos cuantitativos de la poblacion, ademas que

(b) es la rama de la matematica que utiliza grandes conjuntos de datos numéricos para obtener infer-
encias basadas en el calculo de probabilidades.

(c) la estadistica clasica o frecuentista se basa en la regularidad estadistica, es decir que, al repetir
un fenémeno aleatorio un ntmero grande de veces en condiciones constantes, las proporciones en
las que ocurren los posibles resultados son muy estables.

(d) la estadistica subjetiva o Bayesiana que incorpora el conocimiento que tiene el individuo sobre el
fenémeno aleatorio.

Concepto de medicién y de variable

Para cuantificar o clasificar lo que percibimos de un fenomeno aleatorio necesitamos hacer mediciones u
observaciones que nos ayudaran a investigar una o varias caracteristicas de interés sobre el fendomeno. Para
un correcto manejo de nuestras mediciones, las observaciones deben ser registradas tomando en cuenta su
tipo, para poder saber que tipo de operaciones podemos hacer con ellas.

Como al medir un fenémeno aleatorio obtenemos diferentes registros llamaremos variable al conjunto de
posibles resultados que podemos obtener.

De acuerdo a la caracteristica que se desea estudiar, a los valores que toma la variable, se tiene la siguiente
clasificacion:



Ordinales
Categoricas
Nominales
Variables =
Continuas
Numéricas
Discretas

1. Una variable es categoéricas cuando el registro de la medicién es un elemento a una categoria,

(a) Ordinales
e Cuando el registro de la medicién se expresa en grados de intensidad que tienen un orden,
pero no se puede determinar el incremento entre los grados.
e Con variables de tipo ordinal podemos calcular: la moda, la mediana o los porcentiles de los
datos.
e Ejemplo: Grados de satisfaccion en un servicio “Muy bueno”, “Bueno”, “Regular” y “Malo”.

(b) Nominales
e Cuando las categorias s6lo se les da un nombre pero no tienen un orden entre ellas,
e ademas las categorias de una variable nominal deben ser

— mutuamente excluyentes (No hay un elemento que pertenezcan a dos o mas categorias a
la vez.) y
— exhaustivas (todo elemento pertenece a una categorfa).

e Con este tipo de variables nosotros podemos calcular la(s) moda(s) y la frecuencia de ocur-
rencia en cada una de las categorias.

e Ejemplo: ;Esta de acuerdo con las obras de continuacién del segundo piso del Periférico? “Si”
“NO”.

2. Numéricas porque los registros son valores numéricos

(a) Discretas

e son las variables que tinicamente toman valores enteros.

e Ejemplos: Nimero de hijos en un matrimonio.
(b) Continuas

e Toman cualquier valor numérico entero, fraccionario o irracional.
e La precision del registro dependera del instrumento de medicién.
e Ejemplo: la estatura de una persona tomada al azar.

Escalas de medicion

Las escalas de medicién son el conjunto de los posibles valores que puede tomar una variable. Los tipos
de escalas de medicion se determinan segun los tipos de variables, es decir:

1. La escala de medicién nominal: es la que incluye los valores de las variables nominales.
2. La escala de mediciéon ordinal: es la que incluye los valores de las variables ordinales.

3. La escala de medicién de intervalo le corresponden las variables numeéricas. Para esta escala de medicién
existe el concepto de orden y distancia entre entre las observaciones.



Conceptos estadisticos: poblacion y muestra

Definamos como poblaciéon a todos los elementos presentan una caracteristica comin que estamos estu-
diando, acerca de la cual intentamos sacar alguna conclusion. Y entenderémos como una muestra a un
subconjunto de elementos de la poblacion.

. Por qué estudiamos muestras en vez de la poblacion? Porque en ocasiones es poco factible o hasta imposible
observar la totalidad de los individuos, es por esto que en lugar de examinar toda la poblacion, se estudia
una pequenal parte de la poblacion.

Una muestra de tamano n en general, es decir sin fijar los valores la denotaremos como

X = {X1,X5,X5,....,Xn}.
Por otro lado cuando ya hemos observado los valores de la muestra?, la escribiremos como
X = {Xl = .7:1,X2 = $27X3 = $3,...7Xn = xn}

Y siempre que la escala de medicion sea de intervalo, si tenemos una muestra { X, X2, X3, ..., X, } entonces
podemos obtener la muestra ordenada y la denotaremos como

{ Xy X2y Xy s Xmy } »

donde X ;) es la observacion més chica, X(9) es la segunda observacion més chica, y asf sucesivamente hasta
que X(,) representa la observacié mayor.

Una muestra con reemplazo se refiere a que una vez seleccionado un individuo para medirle una(s)
caracteristica(s), se regresa a la poblacion puede volver a ser seleccionado o no; mientras que una muestra
sin reemplazo es aquella que una vez seleccionado un individuo para formar parte de la muestra, no se le
vuelve a tomar en cuenta nuevamente.

Estadistica descriptiva

Una vez que tenemos una muestra, X = {X7, X5, X3, ..., X, }, un primer paso es hacer estadistica descriptiva
sobre la muestra; que como su nombre lo indica nos sirve para describir y resumir la informacion de las
observaciones del fenomeno en estudio. Los datos pueden ser resumidos de la siguiente forma:

Media X=>", %
Mediana
Moda
Medidas de tendencia central Percentiles
Cuantiles

Numéricamente
. X, —X)?
Varianza muestral §2=3" %
Estadistica descriptiva = Desviacion estandar S = V.52
Medidas de dispersion Rango R= X — X
Rango intercuantil
Histograma
Grafico de tallo y hojas
Graficamente

Distribuciéon acumulada

1Qué tan pequeiia debe de ser la muestra para ser representativa de la poblacién.
2Una realizacién de la muestra.



Si tenemos una muestra {X7, Xs, X3,...,X,,} como primera aproximacion podemos hacer una descripcion
de los datos. Un paso de abstracciéon mayor es preguntarse

e ;Existe un modelo matematico—probabilistico del cual mi muestra sea una realizacion?
e ;Este modelo describe a la poblacién?

e ;Si encontrara dicho modelo podria hacer predicciones de observaciones futuras con un margen de error
pequeno?

Estas son algunas preguntas que trata de responder la Inferencia Estadistica. que veremos mas adelante,
pero primero detengamonos a estudiar algunos de los modelos probabilisticos que nos seran de gran utilidad
para hacer Inferencia.

Variables aleatorias

Las variables aleatorias (v.a.) seran nuestros modelos que nos serviran para representar la regularidad
estadistica. Y las denotaremos letras maytusculas X, Y, W, etc.

Una v.a.’s es una funciéon que sirve para cuantificar los resultados de modo que se asigne un nimero real a
cada uno de los resultados posibles del experimento.

Por ejemplo, en el experimento de lanzar una moneda, los resultados posibles son Q = {4guila, sol}, entonces
podemos definir la v.a. X como

X =

1 si cae aguila
0 si cae sol.

Existen v.a. continuas y discretas, pero para cada variable aleatoria nosotros podemos asignarle una funcién
de densidad, denotada f(-) con las siguientes propiedades:

e f(z) >0,y

Z flx)=1 cuando la v.a. es discreta
VzeQ

ffcoo f(z)dr =1 cuando la v.a. es continua.

Distribucion Normal

La funcién de densidad normal o Gaussiana® destaca entre las distribuciones de tipo continuo, ya que es un
modelo que se adectia a una gran cantidad de situaciones en el mundo real, y porque su manejo matemaético
es mas sencillo en muchas técnicas de inferencia.

Definicion

Diremos que una v.a. X se distribuye normal con media i y varianza o2, denotado por X ~ N(u,0?),
si su funcion de densidad es:

1 2
fx(x) = exp _=n” , para — oo < x < 00
202

donde , p=FE (X), —00 < u < o0, Var (X) =o? y a% > 0.

3En honor al matematico Johann Carl Friedrich Gauss 1777 — 1855.



Observaciones

1. A (u, 02) se les conoce como los pardmetros de la funcion de densidad.

2

2. u coincide con la media, o coincide con la varianza de la v.a. y Vo2 = o se le conoce como la

desviacion estandar.

3. Cada par de valores 1 y 0 determinan una funcién de densidad distinta
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4. La funcion de densidad es simétrica alrededor del parametro p .
5. La media, la moda y la mediana coinciden en pu.

6. Si hacemos que it =0y 02 = 1 entonces

’ X (T ex B ara o0 X o0



que se conoce como la funcion de distribuciéon normal estandar. Este miembro de la familia de
normales es muy importante porque a partir de ella se pueden calcular las probabilidades de cualquier
miembro de la familia.

A partir de cualquier v.a. X ~ N(ux,0%) con 0% > 0, podemos llevarla a una v.a. normal estandar

haciendo la siguiente transformacion

X —px

ox ’

a este proceso se le llama estandacion o estandarizar la v.a. X.

Con el fin de ejemplificar lo antes dicho, supongamos que tenemos dos ntumeros reales fijos a y b tales que
a < b; entonces si queremos sacar la probabilidad de que la v.a. X tome alguno de los valores en el
intervalo [a, b] esto lo calculamos de la siguiente forma:

Pla<X<b) = Pla—px <X -—px <b—px)
P<G_NX<X_NX<b_MX)

ox ox ox
_ P<a—ﬂx <7< b—/lx>'

ox ox

. . a
En resumen calcular la probabilidad del evento a < X < b, es equivalente a el evento ————

donde Z ~ N (0,1).



Recordemos que para calcular probabilidades en el caso de v.a. s continuas es necesario calcular el area bajo la curva
que determina la funcién de desnsidad f(z), es decir

Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b)—F(a) = [ f(z)dz,

donde F'(-) es la funcion de distribucién. En general no es facil calcular el area bajo la curva determinada por la
funciéon de densidad normal estandar f(z). Por fortuna existen tablas de la funcion de distribucion F(z) =P (Z < z)
para la normal estdndar. Estas tablas estan integrada de las siguiente forma: a) la primera columna tiene valores
de la variable Z de -3.6 a 3.6% b) el primer renglén permiten obtener valores mas finos de la variable aleatoria hasta
centésimos, y c) el resto de la tabla contiene las probabilidades de que la v.a. Z, es decir, P(Z < z).

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
-3.6 0.00016 0.00015 0.00015 0.00014 0.00014 0.00013 0.00013 0.00012 0.00012 0.00011
-3.5 0.00023 0.00022 0.00022 0.00021 0.0002 0.00019 0.00019 0.00018 0.00017 0.00017 |
. . . . . . . . . . . :
-1 0.15866 0.15625 0.15386 0.15151 0.14917 0.14686 0.14457 0.14231 0.14007 0.13786 |
-0.9 0.18406 0.18141 0.17879 0.17619 0.17361 0.17106 0.16853 0.16602 0.16354 0.16109 | _
-0.8 0.21186 0.20897 0.20611 0.20327 0.20045 0.19766 0.19489 0.19215 0.18943 0.18673 o
-0.7 0.24196 0.23885 0.23576 0.2327 0.22965 0.22663 0.22363 0.22065 0.2177 0.21476
-0.6 0.27425 0.27093 0.26763 0.26435 0.26109 0.25785 0.25463 0.25143 0.24825 0.2451
-0.5 0.30854 0.30503 0.30153 0.29806 0.2946 0.29116 0.28774 0.28434 0.28096 0.2776
-0.4 0.34458 0.3409 0.33724 0.3336 0.32997 0.32636 0.32276 0.31918 0.31561 0.31207
-0.3 0.38209 0.37828 0.37448 0.3707 0.36693 0.36317 0.35942 0.35569 0.35197 0.34827
-0.2 0.42074 0.41683 0.41294 0.40905 0.40517 0.40129 0.39743 0.39358 0.38974 0.38591
-0.1 0.46017 0.4562 0.45224 0.44828 0.44433 0.44038 0.43644 0.43251 0.42858 0.42465

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
o 0.5 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.5279 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.5438 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.6293 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.6591 0.66276 0.6664 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793 |
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.7054 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.7224 |
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.7549 |
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.7673 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.7823 0.78524 |
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327 |
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891 B P
1 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.8665 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.879 0.881 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.9032 0.9049 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91308 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.9222 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.9452 0.9463 0.94738 0.94845 0.9495 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.9998 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989

Por ejemplo, si deseamos calcular P (Z < 1.48), buscamos en la primera columna el nimero 1.4 y en la primera hilera
el niimero 0.08. El ntimero ubicado en la interseccion de la hilera con el nimero 1.4 y la columna encabezada por 0.08
es la probabilidad buscada, es decir:

P(Z <148) = 0.93056

4Para ver la tabla completa ver el apéndice



Dado que la distribucion normal es simétrica se tienen las siguientes igualdades que simplifican el uso de la
tabla .

SiZ ~ N(0,1) y z,21 y 22 son nimeros reales cualesquiera tales que z; < za:
1.P(Z>22)=1-P(Z<2)=P(Z<—2)
2.P(—2<Z2<2)=1-2P(Z < —2)

3.S512>0

P(Z <2) 05+P(0<Z<2)

P(Z < —z)

05-P(0<Z<z)

Ejemplo. Sea una v.a. Z ~ N(0,1). Deseamos encotrar P (Z < 2.33) y P(Z > 2.33). La primera probabili-
dad corresponde al area sombreada en la siguiente figura

0.4

0.3

0.2

yw

0.1

0.0

XV

y puede obtenerse directamente de la tabla. Por lo tanto, P (Z < 2.33) = 0.9901. La segunda probabilidad
pedida corresponde al drea que no esta sombreada en la figura. Puesto que el area total bajo la curva es uno,
entonces P (Z > 2.33) = 1 —0.9901 = 0.0099.

Distribucién x? o de Pearson

Una v.a. x2(se lee, ji cuadrada) se genera a partir de la suma de variables aleatorias independientes
normales con media cero y varianza uno. Es decir, si Z1, Z3, ..., Z; ~ N (0,1) y son independientes entonces
si definimos la nueva v.a. W como

W = Z{+--+ 273,

entonces diremos W se distribuye como una ji cuadrada con k grados de libertad, y lo denotaremos
como W ~ x3.



Observaciones

1. El nimero de términos en la suma son los grados de libertad.
2. Se puede probar que la esperanza de W es k, es decir que E (W) =k, y
3. la varianza de W es 2k, es decir Var (W) = 2k.

A continuacion algunas funciones de densidad W ~ X%, para distintas k’s.
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Distribucion ¢ de Student

SiZ~N(O,1)yW ~ X% donde Z y W son independiente. Sientonces la v.a. definida por la transformacién

diremos que Y se distribuye ¢t de Student con k grados de libertad, y lo denotaremos por Y ~ .

Observaciones
e Los grados de libertad de t;, son los mismos grados de la x? que la genera.
e Esta funcion de distribuciéon es parecida a la normal centrada en cero

— en el sentido de que también es simétrica alrededor del cero,
— pero la t; se diferencia de la normal en que tiene colas méas pesadas.

— Cuando los grados de libertad & tienden a infinito, entonces ¢ tiende a una N (0,1), y lo podemos
escribir como ¢, — N (0,1) cuando k — oo.

A continuacion se ilustran alguna funciones de densidad t

11
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Distribucion F de Snedecor

Si w y v son nimeros enteros positivos y definimos las siguentes v.a.’s como V ~ x2 y W ~ x2 donde V y
W son independiente. Entonces la v.a. definida por la transformacién

V/a

W/a2’

se dice que K se distribuye F de Snedecor con u y v grados de libertad, y lo denotaremos por
K~F,,.

Observaciones

K

e Los grados de libertad u y v de la F,, los determinan los grados de la x? en el numerador y en el
denominador respectivemete.

12



1
e Si K ~ F, , entonces % =K'~ F, ..

A continuacién se ilustran alguna funciones de densidad F, , para distintas u's y v's :
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Introduccion a la inferencia

Grosso modo se llama inferencia estadistica al proceso de tratar de conocer algo relativo a la regularidad
estadistica de alguna medicién en una cierta poblacion.

Si se supone que esta regularidad se puede modelar bien con una v.a. X con una cierta distribucion®.

Entonces diremos que estamos haciendo inferencia estadistica parameétrica.

Definamos méas formalmente que entenderémos por muestra.

Sea X la v.a. correspondiente a una poblacion con funcion de distribucion F'(z). Si X, Xo,..., X, son
v.a.’s independientes e identicamente distribuidas, F'(x), en adelante denotado por v.a.i.i.d. Entonces
X1,X5,...,X, son un conjunto que llamaremos muestra aleatoria simple o muestra aleatoria.

Estimaciéon de parametros

Ahora una vez que suponemos que la poblacion sigue cierto comportamiento distribucional F'(z) (por ejemplo
una normal), con base en la informacion contenida en una muestra aleatoria quisieramos saber cuéles son los
parametros adecuados (p y/o o, continuando con ejemplo de la normal).

La estimacion de los parametros se puede hacer de manera puntual, o/y por intervalo.

Un estimador es una féormula que establece como calcular una estimacién basada en las mediciones contenidas
en una muestra. Entonces un estimador es una estadistica y por definicién diremos que una estadistica es
una funcién de la muestra® y es una variable aleatoria.

Se pueden proponer varios estimadores para un parametro. Por ejemplo, si cada uno de 10 ingenieros fuera
asignado para estimar el costo de una gran obra, obtendrian casi seguramente distintas estimaciones del
costo total. Los ingenieros serian los estimadores, que utilizarian sus conocimientos para hacer la estimacion,
cada uno representa una sola regla humana para obtener la estimacién. O para el caso de la media de una
poblacién se puede estimar a través de la media aritmética X, la mediana o la moda.

Notacién
Si deseamos estimar el parémetro 6 diremos que 6 es un estimador y 6 puede ser otro.

De manera natural surge la pregunta ;Cuales son los mejores estimadores?

Propiedades de los estimadores.

La estimacién puntual es similar al proceso de disparar con una pistola a un blanco. El estimador que genera
estimaciones es la pistola, y una estimacion en particular es una bala, y el parametro de interés es el blanco.
Al hacer un muestreo y estimar el valor de un parametro es equivalente a disparar un solo tiro al blanco.

La evaluacion de un estimador 6, se haria construyendo una distribucién de frecuencias de las estimaciones
obtenidas en un muestreo repetitivo y se observaria como se agrupa la distribucion alrededor del pardmetro en

estudio. Se espera que un buen estimador tenga como esperanza al parametro estimado, es decir, E (é) =4.

Dicimos que un estimador 0 es insesgado si E (9) = 6, de lo contrario se dice que es sesgado. SiE (é) >0

estamos sobre estimando y si E (9) < 6 caemos es subestimacion.

El sesgo B de un estimador puntual 0 esta dado por B=E (é) — 0.

5El tipo de distribucion se asigna segtin el contexto de nuestros datos.
6Que no depende del parametro que deseamos estimar.
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Ejemplo Estimadores insesgados

Sea X1,..., X 0 una muestra aleatoria con media varianza o2 considere los siguientes estimadores para
) )
18
1. 91 = Xl,
i Xi+X
2. O = 522,
3. ég — X = XitXo+4 X0 _ ¥

10

Las esperanzas de los estimadores anteriores son:

1.
E(0) =E(X1) =p,

2. E(0:) =E(X5%2) = JE (X1 + Xo) = § (E (X)) +E (X2)) = 4% = p,

3. E () = HE(X1+-+ Xuo) = ¥ =,

respectivamente. Por lo tanto él, 0, y 63 son estimadores insesgados de p.
Otra propiedad deseable del estimador 0 es que la Var (é) sea minima. Si se tiene dos estimadores insesgados

01 y 65 para un mismo parametro 6, se preferira el estimador con varianza menor.

" ~ 2 ~
El Error Cuadratico Medio del estimador 6, se define comoE [(9 — 9) ] , ¥ lo denotaremos como EC' M (0)

y se puede probar que
ECM(6) = Var (0) + B2,

es decir, es una medida que involucra el sesgo y la varianza del estimador 6.
Observacion

Si el estimador 6 es insesgado para 6, entonces
ECM(0) = Var (9) .

Eficiencia relativa

Si 6, y 05 son dos estimadores insesgados de 6, se dice que 0, es mas eficiente que 0y si Var (92) >V (él)

Con el anterior ejemplo de los estimadores insesgados veremos cuél es més eficiente

1. Var (él> =Var(X,y) =

2. Var ( ) Var (2522) = 1 (Var (X, + X2)) = L (Var (X1) + Var (X)) = % = %2
3. Var ) = Var (FEt20) = L (Var(Xy + -+ X)) = 1556 Var(Xq) + -+ + Var(Xy)) =
0-2 O'
11000 =~ T10-

ég es mas eficiente que ég y él, puesto que Var (ég) < Var (ég) < Var (él)
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Consistencia (no sera materia de examen)

Si se lanzara una moneda n veces que tiene probabilidad p de ser aguila, entonces Y, el namero de aguilas
en los n lanzamientos, tiene una distribuciéon binomial. Si p es desconocido se puede estimar con Y/n. ;Qué
pasa con esta proporciéon muestral si aumenta el nimero de lanzamientos n? Intuitivamente se pensaria que
Y/n deberia estar mas cerca de p. Esto en términos de probabilidad se escribe asi:

(=)

n
Esta probabilidad deberia ser cercana a la unidad para valores grandes de n. Si la probabilidad de arriba
tiende a uno cuando n — oo entonces Y/n es un estimador consistente de p. En general un estimador 6 de
0 es consistente si para cualquier ntimero positivo e,

limIP’(|6‘An76|§e>:l

n—oo

Suficiencia.(no sera materia de examen)

Al calcular un estimador con los valores de la muestra se “resume” la informacién en un numero, ;Este
procedimiento de resumir los datos de la muestra mantiene toda la informacion con respecto al parametro de

interés, o se ha perdido u ocultado algo de la informacién en el proceso de sintetizar datos?.
n

Por ejemplo consideremos los resultados de n pruebas de un experimento Bernoulli X;...X,,. Sea Y = E X;, el

i=1
namero de éxitos en n pruebas. Si se conoce el valor de Y, jes posible obtener mas informacion con respecto
a p al considerar otras funciones de X;...X,? Una forma de contestar esto es considerar la distribucion
condicional de X;...X,, dado Y.

Y(1l — n—y 1

(i ()

Es importante hacer notar que la distribucién condicional de X;...X,, dado Y no depende de p. Es decir, una
vez conocido Y, ninguna otra funcién de X;...X,, suministra mas informacién con respecto a p. Por lo tanto
Y es un estadistico suficiente para p. En general se dice que un estadistico U = ¢ (X;...X,,) es suficiente para
0 si la distribucion condicional de X7...X,, dado U no depende de 6.

Intervalos de confianza

Una vez que se tiene un estimador puntual 6 dada una muestra aleatorioa X en particular, no se sabe que
tan cercano esta el estimador del verdadero valor del parametro 6; esta es la razon por la cual es deseable
acompanar la estimacién puntual de alguna medida de error asociado a esta estimacion, es decir, asociar a
cada estimacion puntual del pardmetro un intervalo

donde L;(X) y Ls(X) son el limite inferior y superior respectivamente del intervalo, y ambos son funciones
de la informacién muestral.

Ademas, una medida que nos refleje la confianza que tenemos acerca de que el verdadero valor del paradmetro
pertenezca a dicho intervalo.

P(L(X) <0< LX) = 1-a, (1)

donde a 1 — « se le conoce como el nivel de confianza.
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Observaciones

e Una vez fijado el nivel de confianza, los limites del intervalo de confianza varian aleatoriamente segiin
la muestra seleccionada, por lo tanto la longitud es aleatoria.

e La expresion (1) no debe entenderse como; la probabilidad de que el pardmetro 6 tome algiun valor
entre L;(X) y Ls(X) es igual a 1 — «; ya que:

— En la préctica, el parametro 6 siempre sera desconocido.

— Desde el punto de vista de la estadistica clésica, en la expresion (1) las variables aleatorias son
L;(X) y Ls(X) y no el parametro 6.

e Una forma de interpretar (1) es; 1 — a es la probabilidad de que el intervalo [L;(X), Ls(X)] incluya
el verdadero valor del pardmetro. O en otras palabras, si consideramos un ntimero grande de muestras
del mismo tamafio y calcularemos L;(X) y Ls(X) para cada muestra entonces se tendra que aproxi-
madamente en el (1 — a) x 100% de los intervalos resultantes estara incluido el verdadero valor de 6.
En consecuencia a [L;(X), Ls(X)] se le conoce como intervalo de confianza con nivel de confianza del
(1 —a) x 100%.

La Distribucion de la Media Muestral X

Media y varianza de la media muestral.

Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una funcion de distribucién de probabilidades fx (), con
media py y varianza 0%. La media y la varianza de la media muestral X son:

E(X) = upg=px
_ 0'2
Var(X) = 0?—(:—)(
n

Si la muestra se toma sin reemplazo de una poblacion finita de tamano IV, la expresion anterior debe modi-

ficarse como sigue:
2
o2 — N —n\ o%
X N-1) n

Los resultados que se presentan son para la media de variables aleatorias , es decir, para la media de lo que
llamamos una muestra aleatoria, y no volveremos a ocuparnos del muestreo sin reemplazo.

Teorema Central del Limite

Sea X7, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una funciéon de probabilidades fx(x), con media pux y varianza
O'g(. Sea X = % (X1 4+ X5+ ... + X,,) la media aritmética de las variables aleatorias_que integran la muestra.
Para un tamano de muestra (n) grande, la distribucién de la variable aleatoria X es aproximadamente
normal con media px y varianza 0% /n. En simbolos esto se escribe:

2
XAN (MX, UX)
n

donde el simbolo ~ debe leerse “se distribuye aproximadamente”.
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Si se estandariza la variable aleatoria X, tenemos:

v oX

El Teorema Central del Limite establece que para un tamaifio de muestra grande la distribucion de X es
aproximadamente normal:

1. independientemente de que la v.a. X7 de la cual se estd muestreando,
2. el teorema funciona atn si la distribucién es discreta,
3. sea simétrica o asimétrica la forma de la densidad de fx(x)

4. la expresion “tamano de muestra grande” es ambigiia, por lo tanto el tamano de muestra para el cual
la aproximacion es buena depende de la forma de fx(x).

Ejemplo. La funcion de probabilidades de una varible aleatoria X es:

probabilidad
0.20
|

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Como podemos ver la densidad de X no se parece a una distribucion Normal. Con objeto de ver la rapidez
con que la distribucién de medias se aproxima a una Normal, se tomaron 100 muestras aleatorias de tamano
2 de fx(x) y se calculd la media aritmética para cada una de las 100 muestras.

"Siempre y cuanto tenga hasta segundo momento finito.
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indice X1 Xo X Indice X1 Xo X Indice X1 Xo X Indice X1 X9 X
1 -4 -4 -4 26 -3 1 -1 51 0 1 0.5 76 2 1 1.5
2 3 1 2 27 2 -4 -1 52 0 0 0 77 -4 -3 -3.5
3 -4 2 -1 28 0 2 1 53 -2 2 0 78 -3 1 -1
4 -4 2 -1 29 -3 -4 -3.5 54 -4 -2 -3 79 3 -3 0
5 -2 1 -0.5 30 -4 3 -0.5 55 2 2 2 80 -2 2 0
6 -3 3 0 31 1 -4 -1.5 56 -2 -2 -2 81 -4 -4 -4
7 -4 -3 -3.5 32 -3 3 0 57 3 -4 -0.5 82 -4 0 -2
8 3 1 2 33 3 -3 0 58 0 -4 -2 83 -2 1 -0.5
9 3 -3 0 34 3 -4 -0.5 59 3 -4 -0.5 84 0 -4 -2
10 2 -4 -1 35 -3 -3 -3 60 1 1 1 85 0 -3 -1.5
11 -3 0 -1.5 36 -4 1 -1.5 61 1 -4 -1.5 86 -3 -2 -2.5
12 -4 1 -1.5 37 1 -2 -0.5 62 -4 1 -1.5 87 1 -4 -1.5
13 -4 1 -1.5 38 -4 -2 -3 63 2 -2 0 88 1 -4 -1.5
14 -3 1 -1 39 -4 2 -1 64 -2 1 -0.5 89 1 -4 -1.5
15 -4 -4 -4 40 -3 -4 -3.5 65 2 -3 -0.5 90 -4 -4 -4
16 -4 -2 -3 41 -4 -2 -3 66 -3 -2 -2.5 91 2 -4 -1
17 2 -2 0 42 3 -4 -0.5 67 2 0 1 92 3 -4 -0.5
18 2 -2 0 43 0 -4 -2 68 -4 1 -1.5 93 -2 0 -1
19 -3 -4 -3.5 44 2 -3 -0.5 69 -4 -4 -4 94 -2 3 0.5
20 2 1 1.5 45 -2 0 -1 70 0 -3 -1.5 95 -4 2 -1
21 3 -4 -0.5 16 3 -3 0 71 3 2 2.5 96 2 1 1.5
22 -4 -4 -4 a7 1 -2 -0.5 72 1 -4 -1.5 97 3 0 1.5
23 -2 3 0.5 48 1 3 2 73 -4 -3 -3.5 98 -4 -4 -4
24 -4 -3 -3.5 49 -4 -4 -4 74 0 0 0 99 3 -4 -0.5
25 1 0 0.5 50 -3 -3 -3 75 -2 -4 -3 100 1 -3 -1

w
°

>
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El anterior histograma correspondiente los pormedios las muestras aleatorias de tamano dos. A pesar de que
el histograma no tiene una gran similitud con una distribucién normal, notemos que es méas simétrica que
fx(z). No perdamos de vista que cada muestra es de tamafio 2.
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El siguiente histograma es el que se obtuvo al obtener 100 muestras aleatorias tamafio 10 de la misma fx (),
y notamos un parecido mayor a la normal con tan solo una muestra de tamano 10.

10
|

Frequency

I T T T 1
-3 -2 -1 0 1

rowMeans(muestra)

Distribucién de X cuando la muestras aleatorias sigue una distribucién normal
con ¢ conocida

Sea una poblacon con funciéon de distribucion F (x;60) donde € es un pardmetro desconocido. Los sigu-
ientes métodos consisten en la obtencién de una contidad pivotal o pivote que cumple con las siguientes dos
condiciones:

e Una cantidad pivotal es una funcién de las observaciones muestrales y el parametro, T (X1, Xa, ..., Xn; 6)

e Y la distribucion de la cantidad pivotal T (X1, Xo, ..., X,;6) no depende del parametro.

Los siguientes resultados seran muy ttiles en la construccion de intervalos de confianza usando cantidades
pivotales.

Sea X1, X», ..., X, una muestra aleatoria ® con distribucién N (p1,0?), es decir, que X, ..., X,, es una mues-
tra aleatoria de fx(z),donde X ~ N (u, 02). Entonces la media aritmética X tiene la siguiente distribucion

2
XNN@,U).
n

Estandarizando X tenemos que

8Es decir una coleccién de v.a.i.i.d.
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Distribucién de X cuando la muestras aleatorias sigue una distribucién normal
con o desconocida

Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de una N (u, 02), y sean X y S? la media y la varianza muestrales,
respectivamente. Entonces se puede probar que

VX —p)

Ty e

Distribucién de S? para muestras aleatorias con distribucién normal

Sean X1, Xo,..., X, muestra aleatoria con distribucién N (,u, 02). Sea S? la varianza muestral dada por:

n

1 S 2
52=n_1Z(Xi—X) :

i=1

2

Se puede probar que E [SQ] = o0~, usando este hecho tenemos que

(n — 1)52 2
2z 7 X(n-1)-
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Intervalos de confianza

Para una media poblacional i en los casos de varianza conocida y desconocida

Si se tiene una m.a. Xi,...,X, de una N (,u,UQ) entonces X se distribuye como una N (u, %2) Es-

tandarizando se tiene

~ ~
Se pueden encontrar valores —z,/2 ¥ 24/2 en la tabla de la normal tales que:

V(X = )

]P’(—za/2< <za/2> = l—«a

Cuando 0?2 es desconocida y se estima a través de S2. Con anterioridad se vi6 que

V(X —p) .
—a ~ te-

En la tabla de la t de Student con n — 1 grados de libertad se pueden encontrar valores —t,/o(n — 1) y
tas2(n — 1) tales que:

)<¢m§—m

P(—ta/g(n—l <ta/2(n—1)> = 1l—«a

NOTA. .- La doble desigualdad que queda dentro de la probabilidad en la linea anterior designa un evento en
el espacio muestral, ese evento es equivalente bajo operaciones algebraicas.

Multiplicando los tres miembros de la doble desigualdad por S/+/n se obtiene:

-5 S S
P (\/ﬁta/g(n <X —pu< %ta/Q(n* 1)> = l—a

Si ademéas multiplicamos todo por -1 y ademés sumamos X a los tres miembros obtenemos:

_ S . S
PlX— —t -1 X+ —t -1 = 1-
( \/ﬁ a/Q(n ) <p< + \/’ﬁ a/2(n )) o
Entonces de aqui decimos que

X = Stap(n—1), X+ Sitasa(n—1)]

es un intervalo al (1 — ) x 100% de confianza para u, cuando o2 es desconocida.

2

Regresando al caso en que ¢“ es conocida

|:X - ﬁ Za/2aX + ﬁ Zoz/2:|

es el intervalo del (1 — a) x 100% de confianza para p.
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Ejemplo. Los rendimientos para botes de pintura (la misma presentacién) en m? son: 5.52, 3.75, 4.31, 3.27,
5.99, 4.76, 3.87, 4.45, 4.70 Se requiere construir un intervalo de confianza del 90% de confianza para el para
el rendimiento promedio de la pintura. De la muestra obtenemos que

X = 451

5% = 0.734675

De la tabla de t se obtiene ¢4 5(8) = 1.86.

Por lo que los limites del intervalo al 90% de confianza son:

734675

Li = 451186+ —— =397
Ly = 451+1.86% 7“7?:’34675 =5.04

Para calcular el intervalo al 95% de confianza se requiere el valor de tablas de ¢ 25(8) = 2.306 y los limites
son:

734675

L; = 4.51—2.306x —3 = 3.85
V. 734675
Ly = 4.5142.306 % —s = 5.16

En este ejemplo notamos que a mayor confianza mayor longitud del intervalo. Entonces se puede decir que
para un mismo tamano de muestra la longitud del intervalo aumenta si aumenta el nivel de confianza. Si se
mantiene fijo el nivel de confianza y se aumenta el tamano de muestra la longitud del intervalo disminuye,
como efecto de que la varianza estimada disminuye.

Ejemplo. Una muestra de 100 empleados se seleccioné y se registraron sus salarios y se encontré que
y = 7750 y se sabe de estudios similares que o = 900

Encontrar el intervalo del 95% de confianza para el salario promedio p. Los limites del intervalo del 95%
serian

7y +1.960/\/n

Se obtiene 7750 + <1§%°° 0 7750 & 176.40

El salario de los empleados de esa compania estd en el intervalo (7573.60,7926.40) con un coefiente de
confianza de 0.95

NOTA - Si se trabaja con una N grande los valores de z,/2 ¥ to/2 son muy parecidos asi que los valores de ¢
se pueden aproximar por los de z.

Intervalo de confianza para una media usando aproximacién normal

En el teorema central del limite se vi6 que para una muestra aleatoria de una distribucién con media u y
varianza o

X —p

a ~ N (0,1), para n grande
N
entonces se pueden encontrar valores —z,/2 ¥ 24,2 tales que

X —u
P — PRI = 1-
< Zaj2 < 0/\/ﬁ <za/2> o
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Lo cual es equivalente a

p(x_za/fw@uzamﬁl):l_a

vn vn

Entonces el limite superior de confianza, es

X + 2:04/2%
y el limite inferior de confianza es
X — ZQ/Q%

En este caso se tiene el problema de que generalmente o no se conoce el uso de S en vez de o no modifica
el resultado obtenido de manera apreciable ya que se esta trabajando con n grande y S? es un estimador
insesgado y consistente de o2

Intervalo de confianza para diferencia de medias j; — ps

Para el caso en que nos interese comparar dos poblaciones, digamos, si se desea comparar la produccion
promedio de dos maquinas, o comparar dos métodos de ensenanza o algo tan sencillo como la talla en ninos
y ninas; en esos casos un diseno nos llevara a tomar dos muestras que pueden o no ser del misma tamano
y pueden o no ser independientes, en este curso sélo trabajaremos con muestras independientes o no
apareadas.

Si se tienen dos muestras aleatorias independientes, Xi,...,X, y Y1,...,Y,, de N (,ux,og) y N (uy702)
respectivamente (0jo es importante hacer notar que ambas normales tiene a 02 como varianza). Se tiene que

X_YNN(#X—MY,‘LZ-F%Z)

n

Conociendo la distribucion de X — Y y siguiendo los pasos que se hicieron para el intervalo para la media
podemos encontrar los limites inferior y superior del intervalos de confianza. Sin embargo al igual que en
caso del intervalo para u generalmente se desconoce o2, y hay que estimarla. Bajo la suposicién de que
ambas poblaciones tienen la misma varianza, el estimador para o2 debe incorporar la informacién de las dos
muestras y debe tomar encuenta que el tamafno y la media de las dos muestras pueden ser diferentes. El

estimador que se usa para o es:

@ _ DSkt m-1st
p n+m—2 ’

Si se sustituye el valor de o2 por el de S’g la distribucion de X — Y ya no es normal sino ¢ de Student con
(n +m — 2) grados de libertad (aqui los grados de libertad son menos dos porque se estima la media y la
varianza).

El intervalo para pux — py al (1 — @)% de confianza es:

o 1 1 - [ 1 1
X-Y - Sg(g+g)ta/2(n+m*2),X7Y+ Sg(n+m)ta/2(n+m2)]

Ejemplo. Se entrenaron dos grupos de nueve empleados nuevos, uno usando el método tradicional y el otro
con un método nuevo. Se midi6 en minutos el tiempo que tardoé cada empleado en montar el dispositivo de
interés. Los resultados fueron:

’ Procedimiento \ Mediciones ‘
tradicional 32 37 35 28 41 44 35 31 34
nuevo 35 31 29 25 34 40 27 32 31
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Haciendo operaciones se tiene:
y1 = 35.22 o = 31.56

2 195.56 +160.22
9+9-2
Para un intervalo del 95% de confianza el valor de tablas que se necesita es tg. 25 = 2.120 y corresponde a
una t de student con 16 g.l. Sustituyendo estos valores el intervalo queda

(35.22 — 31.56) & (2.120)(4.71)\/(1/9) + (1/9) = 3.66 £ 4.71

=2224, s=4.71

En este caso el intervalo incluye al cero por lo que no puede concluirse que existe una diferencia entre los
métodos.

Ejemplo. Se hizo una comparacion sobre las cualidades de duraciéon de dos tipos de llantas, se rodaron
ni1 = ng = 100 llantas de cada tipo. Se registré el numero de kilémetros hasta que se notara un desgaste
predeterminado. Los resultados fueron los siguientes:

71 = 26400, 7, = 25100, s7 = 1440000, s2 = 1960000,

Calcular el intervalo de 99% de confianza.

En este ejemplo es importante notar que supondremos que ambas poblaciones tienen la misma varianza;
para que los resultados que obtengamos sean validos debe probarse estadisticamente que ambas muestras
provienen de distribuciones con la misma varianza, por la brevedad del curso esto no severa aqui. Por otro
lado los tamanos de muestra son grandes por lo que se puede utilizar la tabla normal en vez de la de t de
Student.

Haciendo operaciones se tiene
Y1 — Y2 = 1300,

s _ (1440000 1960000
,/ — /3400 = 184
O = \/ 100 100 3400 =18

Z0.005 = 2.58 y el intervalo es (825, 1775

Por lo tanto concluimos que si existe diferencia entre el tipo de llantas, pues el cero no esta contenido en el
intervalo.

Tamano de muestra para estimar la media poblacional

El disefio de un experimento es esencialmente un proyecto para obtener informacion que como cualquier
otro servicio se puede obtener a diferentes precios que depende de la manera en que se obtuvieron los datos.
Algunas mediciones contienen una gran cantidad de informaciéon con respecto al parametro, mientras que
otras pueden contener poca o ninguna informacion.

El procedimiento de muestreo afecta la cantidad de informacion por mediciéon. Esto, junto con el tamano de
la muestra, controla la cantidad total de la informacion relevante en una muestra. En esta seccién se pondra
atencion en el tamano de muestra. ;Cuantas observaciones hay que incluir en la muestra? La respuesta
depende de la exactitud que desea el experimentador. Esta exactitud se puede establecer fijando un limite de
error de estimacion. El error de estimacion E.FE se define como la distancia entre el parametro y el estimador,
es decir:
E=10-0

La probabilidad que se tiene de que el E.E sea menor que la cantidad d determina la confianza que se tiene
de que esto suceda. Es decir, si

P(|é—9|<d):1—a

se dice que hay una confianza del (1—a) x 100% de que el error de estimacion sea menor que d. A continuacion
se vera como con esta expresion podemos calcular el tamano de muestra
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Tamano de muestra para estimar una media

Si se desea con una confianza del 100(1 — )% que el error |X — u| no exceda una cantidad d, el tamaiio de
muestra se puede obtener de la siguiente manera:

P(IX —pl<d)=1-a

Haciendo operaciones se tiene

P(‘o/ii/ﬁ <7k a/cf/ﬁ> —loe

Suponiendo normalidad en la distribucién de los datos, el término de enmedio tiene la forma de una variable
estandarizada, asi que n puede elegirse de manera que

haciendo operaciones se tiene

El valor de o puede obtenerse de alguna investigaciéon previa o estimarse de una encuesta piloto.

Ejemplo. Un psicélogo desea estimar el tiempo medio de reacciéon a un determinado estimulo. El supone
que la desviacion estandar de las mediciones es 0.05 segundos. Compruebe que para tener una confianza
de 95% de que el E.E no exceda de 0.01 segundos, el psicologo debe obtener 96 mediciones. Suponiendo
que las mediciones forman una muestra al azar. Se tiene que Z,,» = 1.96,0 = 0.05 y d = 0.01, entonces
n = (1.96(0.05)/0.01)% = 96

Pruebas de hipétesis

Planteamiento general de las hipo6tesis estadisticas

Una prueba de hipétesis es una forma de hacer inferencia sobre una propiedad que suponemos se cumple
para una poblacién y queremos ver si es compatible con lo observado en una muestra de dicha poblacion.

Primero consideramos una hipoétesis nula Hy y una hipoétesis alternativa H;, e intentamos tener una
regla de decision para ver cual de las dos es la hipotesis verdadera, al aplicar el problema estadistico a un
cierto nimero de experimentos.

A partir de una muestra de la poblacion, se extrae un estadistico (un estadistico se define como una funcion
de la muestra) cuya distribucion de probabilidad esté relacionada con la hipétesis en estudio y sea conocida.

Las hipotesis pueden clasificarse en dos grupos:

1. Paramétricas: En estas pruebas uno trata de determinar un valor concreto o un intervalo para los
pardmetros de una distribucion .

2. No paramétricas: En estas pruebas uno trata de determinen el tipo de distribucion de probabilidad que
ha generado los datos.
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Aunque la metodologia para realizar pruebas de hipotesis son parecidas en ambos casos, distinguir ambos
tipos de hipétesis es importante puesto que muchos problemas de pruebas de hipotesis paramétricos son,
en realidad, problemas de estimacion, que tienen una respuesta dando un intervalo de confianza para dicho
parametro. Por otro lado, las pruebas de hipétesis no paramétricas se usan para validar un modelo
estadistico.

A continuacion describirémos los pasos para hacer pruebas de hipotesis paramétricas:

1. Tenemos una variable aleatoria que describe algtin fenémeno de interés X , con funciéon de distribucion
F(x;0), discreta o continua, donde 6 es un parametro fijo pero desconocido.

2. Nosotros sabemos que el pardametro vive en un espacio paramétrico, § € © y por lo tanto, para cada
valor de 0, la funcion de distribuciéon F'(z;0) es distinta.

3. Una hipotesis estadistica sobre el pardmetro es una conjetura sobre los valores que pueda tomar.

El establecimiento de una hipoétesis sobre 6 supone dividir su espacio paramétrico © en dos conjuntos Qg y
O disjuntos, es decir, OgUO; = O y ©gNO; = 0. A Hy: 0 € Oy la denominamos hipotesis nula y, a la
otra, hipotesis alternativa Hy : 6 € ©1.

Contraste de hipoétesis

Un contraste o prueba de hipdtesis es una regla de decision mediante la cual optamos por una u otra hipotesis,
a la luz de la informaciéon proporcionada por una muestra extraida de la poblaciéon objeto de estudio.

El procedimiento para llevar a cabo un contraste es el siguiente:

1. Se busca una particion del espacio muestral X de la variable aleatoria X en dos subconjuntos disjuntos,
Cy C*. A Clollamamos la region critica, mientras que a C* le llamaremos la regiéon de aceptacion.

2. a partir de una muestra X vemos si pertenece a C, o por el contrario, X pertenece al subconjunto
complementario C*.

El rechazo de la hip6tesis nula equivale a la aceptacion de la alternativa, y viceversa. Debiendo entender
la aceptacion o rechazo de una hipodtesis en el sentido que la muestra ha proporcionado evidencia suficiente,
pero no absoluta, para que sea razonable la aceptacion o el rechazo de la hipotesis.

Ejemplo

El peso de un producto varia entre 1 y 4 kg y puede distribuirse con media 2 kg o 3 kg. Se toma una muestra
aleatoria de tamano uno, si el peso es mayor que 2.6 kg se rechaza la hipo6tesis que la media sea igual a 2 kg
y se acepta, por consiguiente, que sea igual a 3 kg.

El espacio muestral X es el intervalo [1,4], la region critica el subintervalo C = [2.6, 4] y la region de aceptacion
el subintervalo C* = [1,2.6), de tal forma que X = C*UC = [1,2.6) U [2.6,4] = [1,4].
Tipos de error

Una vez realizada la prueba de hipotesis, se habra optado por una de las dos hipotesis, Hy o Hy, y pueden
pasar alguno de los cuatro casos siguiente

Hipotesis cierta
Hj es cierta H; es cierta
Decision aceptar Hy No hay error | Error de tipo II
tomada | no aceptar Hy | Error de tipo I No hay error

A la probabilidad de cometer el error de tipo I se suele denotar por @ y a este valor se le conoce como el
nivel de significancia, mientras que la probabilidad de cometer el error de tipo II, lo denotaremos como (3

P(escoger Hi|Hj es cierta) = a,

|
=

P(escoger Hy|H; es cierta)
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La potencia del contraste es el valor 1 — 3, esto es, a la probabilidad de escoger H; cuando ésta es cierta

P(escoger Hi|H; es cierta) = 1—§.

Ejemplo
En una poblacion N(u,4) deseamos realizar el siguiente contraste Hy : p =1 vs Hy : p = 4.

Se toma una muestra aleatoria de tamafio uno y se nos dicen que region critica es el intervalo C' = [2,00), en
otras palabras, si el valor muestral mayor o igual 2 se rechaza Hj, en caso contrario se acepta. Veamos cual
es su nivel de significancia, « y cual es la potencia de este contraste.

« = P(Error de Tipo 1)
P(Xy > 2|N(1,4))
P(1+2Z > 2) = P(N(0,1) > 0.5) = 0.308

con lo cual comprobamos que, efectivamente, aunque no sepamos si la eleccién ha sido acertada o no,
disponemos de un criterio de informacion.

Ahora calculemos la probabilidad del error de Tipo II,

B8 = P(error de Tipo II)
P(xy < 2|N(4,4))
P(4+ 27 < 2) = P(N(0,1) < —1) = 0.15,

donde Z ~ N (0,1).

Usualmente, se disefian los contrastes a un nivel de significancia fijo & = 0.05 (5%), aunque a veces se usan
al 10% (0.1) o 1% (0.01) para adoptar condiciones mas relajadas o mas estrictas.

Definamos a el valor P , p-valor o p-value como la probabilidad® de obtener un resultado al menos tan extremo
como el que realmente se ha obtenido, suponiendo que la hipdétesis nula es cierta.

En pocas palabras, se rechaza la hipotesis nula Hj si el p-valor asociado al resultado observado es igual o
menor que el nivel de significancia « establecido, convencionalmente 0.05, 0.1 6 0.01.

Prueba de hipoétesis sobre la media y la proporcion

La prueba de la t se basan en la suposicién de que los datos proceden de una distribucién normal con
o2desconocida y queremos hacer una prueba de hipétesis sobre .

Supongamos que tenemos una muestra {X7, ..., X,,} generada como variables aleatorias independientes con
distribucién N (i, 0?), y deseamos probar la hipotesis nula Hy : = po vs Hy : pu # .

Estimamos los parametros p v o como X y S y nuestro estadistico de prueba es

Nuestra regla de decision sera: rechazamos Hy al nivel de significancia « si [¢t(Z)| > ts (n —1).

9El p-value es un namero entre 0 y 1
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Ejemplo

Supongamos que tenemos el registro de 11 dias del consumo diario de energia en kcal de un deportista: 5260,
5470, 5640, 6180, 6390, 6515, 6805, 7515, 7515, 8230, 8770. El entrenador del deportista quiere hacer la
siguiente prueba de hipotesis

Hy:pp=7725 vs Hy:puy #7725,
suponiendo que los datos siguen una distribucién normal y con un nivel de significancia o = 0.05.

De los datos tenemos que & = 6753.636 s = 1142.123, entoces al usar el estadistico tenemos que

T —po  6753.636 — 77259

HX)="—F— = —qrmam—— = —2.8208,
v Vi

y por otro lado ¢ g25(10) = 2.2281, entonces como | — 2.8208| > 2.2281 rechazamos Hy.

Ahora vamos a calcular p-value. Si suponemos que Hy : pg = 7725 es cierto entonces *=£2 ~ ¢, 1, y la
Vol
probabilidad del evento |t19] > | — 2.2281|, es P (|t19| > | — 2.2281|) = 0.01814; y como esta probabilidad es

menor al nivel de significancia, rechazamos Hy.
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Apéndice

Tablas de la

Distribucién para la normal estandar

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

-3.6 0.00016 0.00015 0.00015 0.00014 0.00014 0.00013 0.00013 0.00012 0.00012 0.00011
-3.5 0.00023 0.00022 0.00022 0.00021 0.0002 0.00019 0.00019 0.00018 0.00017 0.00017
-3.4 0.00034 0.00032 0.00031 0.0003 0.00029 0.00028 0.00027 0.00026 0.00025 0.00024
-3.3 0.00048 0.00047 0.00045 0.00043 0.00042 0.0004 0.00039 0.00038 0.00036 0.00035
-3.2 0.00069 0.00066 0.00064 0.00062 0.0006 0.00058 0.00056 0.00054 0.00052 0.0005
-3.1 0.00097 0.00094 0.0009 0.00087 0.00084 0.00082 0.00079 0.00076 0.00074 0.00071
-3 0.00135 0.00131 0.00126 0.00122 0.00118 0.00114 0.00111 0.00107 0.00104 0.001

-2.9 0.00187 0.00181 0.00175 0.00169 0.00164 0.00159 0.00154 0.00149 0.00144 0.00139
-2.8 0.00256 0.00248 0.0024 0.00233 0.00226 0.00219 0.00212 0.00205 0.00199 0.00193
-2.7 0.00347 0.00336 0.00326 0.00317 0.00307 0.00298 0.00289 0.0028 0.00272 0.00264
-2.6 0.00466 0.00453 0.0044 0.00427 0.00415 0.00402 0.00391 0.00379 0.00368 0.00357
-2.5 0.00621 0.00604 0.00587 0.0057 0.00554 0.00539 0.00523 0.00508 0.00494 0.0048
-2.4 0.0082 0.00798 0.00776 0.00755 0.00734 0.00714 0.00695 0.00676 0.00657 0.00639
-2.3 0.01072 0.01044 0.01017 0.0099 0.00964 0.00939 0.00914 0.00889 0.00866 0.00842
-2.2 0.0139 0.01355 0.01321 0.01287 0.01255 0.01222 0.01191 0.0116 0.0113 0.01101
-2.1 0.01786 0.01743 0.017 0.01659 0.01618 0.01578 0.01539 0.015 0.01463 0.01426
-2 0.02275 0.02222 0.02169 0.02118 0.02068 0.02018 0.0197 0.01923 0.01876 0.01831
-1.9 0.02872 0.02807 0.02743 0.0268 0.02619 0.02559 0.025 0.02442 0.02385 0.0233
-1.8 0.03593 0.03515 0.03438 0.03362 0.03288 0.03216 0.03144 0.03074 0.03005 0.02938
-1.7 0.04457 0.04363 0.04272 0.04182 0.04093 0.04006 0.0392 0.03836 0.03754 0.03673
-1.6 0.0548 0.0537 0.05262 0.05155 0.0505 0.04947 0.04846 0.04746 0.04648 0.04551
-1.5 0.06681 0.06552 0.06426 0.06301 0.06178 0.06057 0.05938 0.05821 0.05705 0.05592
-1.4 0.08076 0.07927 0.0778 0.07636 0.07493 0.07353 0.07215 0.07078 0.06944 0.06811
-1.3 0.0968 0.0951 0.09342 0.09176 0.09012 0.08851 0.08692 0.08534 0.08379 0.08226
-1.2 0.11507 0.11314 0.11123 0.10935 0.10749 0.10565 0.10383 0.10204 0.10027 0.09853
-1.1 0.13567 0.1335 0.13136 0.12924 0.12714 0.12507 0.12302 0.121 0.119 0.11702
-1 0.15866 0.15625 0.15386 0.15151 0.14917 0.14686 0.14457 0.14231 0.14007 0.13786
-0.9 0.18406 0.18141 0.17879 0.17619 0.17361 0.17106 0.16853 0.16602 0.16354 0.16109
-0.8 0.21186 0.20897 0.20611 0.20327 0.20045 0.19766 0.19489 0.19215 0.18943 0.18673
-0.7 0.24196 0.23885 0.23576 0.2327 0.22965 0.22663 0.22363 0.22065 0.2177 0.21476
-0.6 0.27425 0.27093 0.26763 0.26435 0.26109 0.25785 0.25463 0.25143 0.24825 0.2451
-0.5 0.30854 0.30503 0.30153 0.29806 0.2946 0.29116 0.28774 0.28434 0.28096 0.2776
-0.4 0.34458 0.3409 0.33724 0.3336 0.32997 0.32636 0.32276 0.31918 0.31561 0.31207
-0.3 0.38209 0.37828 0.37448 0.3707 0.36693 0.36317 0.35942 0.35569 0.35197 0.34827
-0.2 0.42074 0.41683 0.41294 0.40905 0.40517 0.40129 0.39743 0.39358 0.38974 0.38591
-0.1 0.46017 0.4562 0.45224 0.44828 0.44433 0.44038 0.43644 0.43251 0.42858 0.42465
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Continuacion de la Tablas de la Distribuciéon para la normal estandar

0 0.5 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.5279 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.5438 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.6293 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.6591 0.66276 0.6664 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.7054 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.7224
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.7549
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.7673 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.7823 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891

1 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.8665 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.879 0.881 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.9032 0.9049 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91308 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.9222 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.9452 0.9463 0.94738 0.94845 0.9495 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.9608 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.9732 0.97381 0.97441 0.975 0.97558 0.97615 0.9767

2 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.9803 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.983 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.985 0.98537 0.98574
2.2 0.9861 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.9884 0.9887 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.9901 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.9918 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.9943 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.9952
2.6 0.99534 0.99547 0.9956 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.9972 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.9976 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861

3 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.999
3.1 0.99903 0.99906 0.9991 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.9994 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.9995
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.9996 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.9997 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.9998 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989

31




Gradon de Frodebiioades
Wberiad | hoa  owrs 095 b0 0% 0% 03F o0 005 008 04

I 15T 2= 9 AR o018 o, 162 0,453 1,323 .06 JA41 3 e AL
1 0,030 O, 51 o, 143 02110 0,578 1,388 1,773 4600 5541 .16 T
¥ it 0,214 0,357 0,584 1,211 P 4 108 &, 1] TELS #.4E 1345
4 0,25} i agd o, 717 ] 1.923 1,347 33845 1979 G AEE 10,142 13,277
L 0,554 AT 1,145 1,610 LEIS 4,351 6. 500 1% 11,050 §2am 15,084
& 0,872 1,237 1415 e 1.45% 514 7841 HOE2 1 i35 LR 16,811
¥ L2319 1t 1167 LE1N 4245 6, ks G 0aT 12,M7 14,087 16,00 18,474
i 168 FE ] 1.T13 1490 50T T hig 10,219 13,382 15,507 17,535 20,06
] B 2, T 3.32% 4,168 5 &) 11,563 [ER 16,919 19,023 k] I
1] L3558 L7 D580 4 8n4 6,737 G342 13,54 15,5957 18,307 30,447 23,109
il 1,083 LEIS 4,578 597K PR 163,34] 13,701 |7, 515 15674 1.0 T iy L
i 1.4 T 5136 &, 14 R.413 10 3&0 14,545 1%, 540 0026 .37 M.t
13 4,007 1.009 5892 7040 9,2 12,340 19984 1912 I a2 4,736 7 ERE
L 4560 34y 6,571 7,10 10, 1E5 133F 17017 b 0 3,888 kWL 9,141
[ 5219 & 2162 T.261 B340 11,038 14,31 13,248 I, M7 24, 24, K 0,578
1] 5AI1T 5,908 7,582 .32 11,912 15,334 19,369 13,542 26, 208 iR 32,000
7 fi, 308 T BET2 10,085 12,13 16,518 0,4 14,75 27,557 k1R EEE )
1] .M 2231 2,150 10, ks 13,675 17,138 21,608 BLET 28 B 31,534 34 BOS
i% 7,813 B9 10017 11491 14,562 15,338 22714 2730 W, 1458 e 15 191

® Divide erire 000

32



—
i : . - = .F'mhhfn##l‘_
Mberiod | nop  gais O 0,0 0,78 0,40 8,25 8,10 004 002 ol
i B.260 o550 oESI 12,441 15,458 19,517 I} AR a1k 3 A10 170 17,366
]| 38597 10, ZER 14,591 13,240 16, 144 20,317 24953 P AL R 32570 L 1.t
71 R H] i, 9E2 12,338 14,041 17, 240 21,317 26,00 MEA1 T 11,524 TR 40,180
21 B0, 196 WL hEd 13, 4,245 18,437 12,337 21041 32,007 30T EOTE 41638
M4 [[F 5 12,401 i3, 548 13659 13,087 d3 37 IE, 241 13,194 T H 9,54 £1 0
2% 1l 524 13, )50 14,611 18475 15509 24,317 20,139 LR 11652 &0, s &4.104
e I N9 13,844 4,31 1T, B4 LS 50404 35,563 13 582 a5 254842
7 12,879 14,571 i6, 151 18,114 1748 26,515 sE M 001 43,1 460
28 13,465 15,88 PTAChE | LR EL] 1657 17,315 312,64 Y1916 41,137 44 46l dk, 24
] 14,256 16,047 17, M 19,768 3,567 WA LR WoaT  4LT 43,922 49,58
30 14,554 14, Y1 Ia.4%31 20,5359 24,478 Ak 34,500 40,246 4}, 713 45,579 b 1. L F
40 el [ 24 40) 265505 29,040 X660 JAES 45 51 51,808 35,758 5934k &5, 690
A0 T 32,157 34, T AT AR 4Rmdz 0 49,93 a0k AN BT, 508 TiAd  TEIM
&1 ¥T 435 &0, 443 PN 46,499 52,204 1% 954 &5 981 4,50 79,083 EN IR 5219
7 &5 43 & T5E §1.7% 55,109 1,65 LR S mnan B35 437 W, 530 95,001 100,428
#i 13,550 51,153 &3,.391 ol 2TY 184 TR AN EL R w6418 bl ETR |0 5259 1n3.5:%
L] 61,754 B e T 26 5,391 50,525 Fr R THAAS  0T.EAS NIX 145 1IEA3G JI4LEIG
10 70,064 T, EIT T1.90% 42,354 60§83 SRAEE R BAN  DEB&S 124543 IFRSE1 135807

33



P (t, > a)

-
Cradas de Probauldader .
e 0,80 0,24 0,14 0,10 0,08 0025 0,00 0008
1 [ule ¥ [l [ 5 1.007T E3138 13,041 31 BhE B3 Lhh]
1 0, 187 (3165 I 3862 I B35 21,9500 &, HEEY 6, e 55044
1 03767 0, 7649 12498 18377 2.94804 LN EF &, 5407 S Al
i [eRplip (3,740 I AR I.5332 21304 et Ly [0 4501
] (el [ B i 1558 14759 2,008 1508 X a0 40821
B 0, hiaf [ B I 03T 14398 1,432 2469 L0437 31,7074
T QL3532 o7 1119 141480 |, Eid 1. M546 1,980 I
E 0,3%15% {3, el ([ 1. }E |, 3555 2,30 ) 11544
9 [ale A [} i B 1R L 0T 1. 3830 1,833] i e TEI4 3,245
8] 0 B0 O S590E 1,093 1,373k 1, 8138 el ] | I, TERE 3, 1658
f] [l il s 05974 ICETT I, 1d5 1,798 2010 LI.TIEN 3, b
12 0,100 08545 I i 35462 1,763 1T TA810 0545
(] 0, 290e 0 8a Tk [Marih . 380T 1,7708 2, kb TA50Y RNIPR
4 [l it pl (s34 10763 i, 450 1,7BE PR Lalad 1,.9768
% 0.7578 08912 1.073% 1, 3408 1,7451 FERIED 20025 2,457
It a,2978 i, a500 (Nrrh ] 1. 3368 1,7459 2,11%% 1,583 1.5008
[ 0,255 [ Lk (M 1L33H 1, 7394 2,154 25659 2,5
IE QL3571 0LERE4 10672 13504 1,7341 2, 1008 1450 28784
19 02585 i, GETE 1,064 33T 1,735 205y 2,.5F5 2,B509
20 3 187 {0, 8 T 1 (b 13243 1, 7247 20860 2,524 2 EE)
21 el (1, SEEA 1,637 13212 1,747 20754 2,517 B4
21 [Pt {1,584 1,0604 i a2 1I.TITl FEiph L 2,503 L.EIES

34



P (t, > a)
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