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Capitulo 1

Algebra de Matrices

En estadistica, el dlgebra de matrices es muy usada, especialmente en modelos li-
neales y analisis multivariado. Algunos conceptos, tales como, la salud del individuo, el
crecimiento de una poblacién, etc. no se pueden definir adecuadamente con un simple
numero, por lo que se requiere un arreglo de varias dimensiones para su adecuada descrip-
cion.

1.1. Conceptos Fundamentales

1.1.1. Vectores y Matrices

La componente ij-ésima de A, denotada por a;;, es el nimero que aparece en el i-
ésimo renglén y la j-ésima columna de A. Indicaremos las matrices por las letras mayuscu-
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las itdlicas. Entonces la matriz A de dimensién m X n se denota como:

ail ai2 e alj T Aln

a1 a2 - a2; to A2n,
A=

R R 7 R

aml Am2 *° Qmj - Qmp

Notacion: en ocasiones las matrices se presentan entre corchetes en vez de parénte-
sis.

I



1.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES Algebra y Calculo

En otras palabras, un vector es una matriz columna o un renglén. Los vectores se
denotan como x 6 z. La notacién x supone un vector columna, mientras que el vector

renglén estd dado por el transpuesto de un vector columna x.

La palabra “ordenado” que aparece en la definicién de vector es esencial. Dos vec-
tores cuyas componentes sean iguales pero escritas en distinto orden, no son iguales. La
interpretacién geométrica de un vector x = (x1,2) es un punto en el plano XY (R?).

Se pude calcular la magnitud de un vector de la siguiente manera. Si tenemos el
vector x! = (x1, 2, -+ ,x,) entonces la magnitud de x, que se denota por Ly se define
como

Un vector x es unitario si su magnitud es uno.

Ejemplos:
6 9 2 all = 6
o 4 7 3 agsl = 4 o 0 1 8 523 =3
Avs=| 9 1 ap=-1  Dpa= ( -5 4 3 ) by = —5
8 0 —2 a43 = -2
Los vectores x, y y z son distintos:
1 1 5
2 3 4
X = 3 y = 2 zZ = 3 Ly =Ly =L,=V55
4 5 2
5 4 1
1 0 3 matriz 0 00 matriz 1 0 0 matriz
0 5 4 cuadrada 00 0 nula 010 identidad
3 4 6 simétrica 0 00 3x3 0 01 3x3
1 0 0 matriz 1 2 3 matriz 1 0 0 matriz
0 5 0 dinconal 0 4 5 triangular 2 30 triangular
0 0 6 & 0 0 6 superior 4 5 6 inferior



1.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES Algebra y Célculo

1.1.2. Transpuesta

La transpuesta de A se denota por A, AT 6 A’. Entonces,

air a2 o+ Qlp ailr a1 ot Gl

. a1 Qa2 -+ G2p ' aiz a2 o Gmy2
si A= ] . ) ] entonces A" = .

Gml1 Aam2 - Amn Alpn A2n " Amn

En otras palabras, el i-ésimo renglén de A pasa a ser la i-ésima columna de A?, y la j-ésima
columna de A pasa a ser el j-ésimo renglén de A°.

Propiedades: Supéngase que A = [a;;] es una matriz de n x m y que B = [b;;] es
una matriz de m X p. Entonces

1. (AY = A.
2. (AB)! = B'At.

3. Si Ay B son de dimensién n x m, entonces (A + B)! = A" + B'.

Ejemplos:
79
7T 0 2
A= Azx2 = 0 —4 At:A§X3:(9 _4 _3)
2 -3
2 0 3 2 8 9
B=Bsz=[8 -1 1 B'=B,=|0 -1 -2
9 -2 0 3 1 0
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s (' y D son matrices simétricas

40 7 L
C=Cas=|0 2 -1 D:D2X2:< )
7 -1 3

1.2. Operaciones de Matrices

1.2.1. Adiciéon y Multiplicacién
Adicion de Matrices

Denotamos por Ay B a dos matrices de m x n por A = [a;;] y B = [b;;]. Entonces
la suma de A y B es la matriz A + B de m x n dada por:

a1 +bi1 aie2+bi2 - aip+bin

a1 + b1 agp+by -+ a, + boy
A+ B = [a;j + bj] = . ) .

am1 + bml am2 + bm2 o Qmp Tt bmn

Es decir, A 4+ B es la matriz m X n que se obtiene al sumar las componentes correspon-
dientes de A y B. La suma entre matrices se restringe a que ambas deben tener la misma
dimension.

Multiplicacion de una Matriz por un Escalar

Si A = [a;j] es la matriz de m x n y si a es un escalar (nimero) entonces la matriz
aA de m x n esta dada por

aall aal19 s aQ1n

aany aag e aa9n
aA = |aai;| =

A1 AQm2 - OQmp

Es decir, aA es la matriz que se obtiene al multiplicar cada una de las componentes de A
por a.

Propiedades
Sean A, B y C matrices de m X n y « un escalar. Entonces:

1. A+ 0= A (0 es la matriz cero de m x n).
2. 0A =0 (0 es el escalar 0).
3. A+ B = B+ A (ley conmutativa).
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4. (A+B)+C = A+ (B +C) (lay asociativa).

5. a(A+ B) = aA + aB (ley distributiva).

Ejemplos:

Sean o = —2 y 0 escalares, y las matrices A, B, C' y 0 dadas por

2 4 2 -1
5 1 -5 9
0 0
CZC’Qw:(;l §> 0=03x2=1 0 0
0 0
«= A+ B
4 3
A+B=| 7 -3
0 10
« A-B
2 4 -2 1 0 5
A-B=A+(-)B=| 3 0 |+| -4 3 =1 -1 3
5 1 5 =9 10 -8

= Ay C,y By C no se pueden sumar porque tienen dimensién distinta.

s A
-4 -8
aA = -6 0
—-10 -2
= aC

-8 —4
ot = < -2 —6>
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1.2.2. Productos de Vectores y Matrices
Productos de Vectores

Sean x! = (z1,79,...,2,) Y ¥' = (y1,%2, - - -, yn) dos vectores de n componentes. El
producto punto (o producto interno) de x y y, denotado por x *y, estd dado por
X*y =2T1Y1 + T2y2 + -+ TpYn.
El producto punto de dos vectores de n componentes es un escalar.

Propiedades
Sean x, y y z vectores de n componentes y o un escalar. Entonces:

1. 0x0=0.
X*xy =y *X.

xx(y+z)=x*xy+xx*2z.

L

(ax) xy = a(x*Yy).

Productos de Matrices

Sea A = [a;;] una matriz de m x n 'y B = [bj;] una matriz de n x p. Entonces el
producto de A y B es la matriz C' = [¢;x] de m X p tal que

ik = (i-ésimo renglén de A) x (k-ésima columna de B).

Dicho de otra manera, el elemento ik-ésimo de C' = AB es igual al producto del i-ésimo
renglén de A y la k-ésima columna de B. Si se desarrolla se obtiene que

n
Cik = Z a;jbjr = ai1big + ai2ba + - -+ + ainbpg.
=1

Dos matrices se pueden multiplicar sélo si el nimero de columnas de la primera
matriz es igual al nimero de renglones de la segunda. Cuando se multiplican dos matrices,
es util escribir su dimensién a manera de verificar que el nimero de renglones y columnas

coincidan. Es decir,
AB - AanBnXp - mep - C-

Nota: en general, el producto de matrices no es conmutativo, es decir, AB # BA.
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Propiedades

1. A(BC) = (AB)C (ley asociativa).
2. ABB+C)=AB+ ACy (A+ B)C = AC + BC (ley distributiva).

Ejemplos:
Sean
2 6 6 4
X = 3 y= -1 A3><2 = 0 3 BQ><3 < g _32 _13 )
8 0 -1 1
42 0 —14 519
= xxy=9 (O3x3=AB=| 0 9 3 Dyy=BA={( "] |4

1.2.3. Operaciones Elementales de Renglon
Las operaciones elementales por renglén son:

1. Multiplicar (o dividir) un renglén por (entre) un nimero distinto de cero.
2. Sumar el multiplo de un renglén a otro renglén.

3. Intercambiar dos renglones.

El proceso de aplicar operaciones elementales de renglén con el proposito de simpli-
ficar una matriz aumentada se llama reduccion por renglones.

La notacién correspondiente a cada una de las operaciones elementales de renglon
es como sigue:

1. R; — cR; significa “sustituyése el i-ésimo renglon por el i-ésimo renglén multiplicado
por ¢”.

2. R; — Rj; + cR; significa “sustitiyase el j-ésimo renglén por la suma del j-ésimo
renglon y el i-ésimo renglén multiplicado por ¢”.

3. R; < R; significa “intercdmbiense los renglones i y j”.

Una vez que se tiene la matriz escalonada reducida, ésta da la solucién al sistema, pro-
porcionando los valores de 1,2, ..., Z,.
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Ejemplos:
1 2 -2 -4
A:(B 4> = R1—>—2R1 A:( 3 4>
5 —1 9 7
B:<2 4> = R — R+ 2R, 32(2 4>
4 -2 3 0
C:(B 0> = R1<—>R2 C=<4 _2>

1.2.4. Traza

La traza de una matriz cuadrada A de orden n x n es la suma de los términos de la
diagonal, es decir

n
traza(A) = traza(A,xn) = Z Q.
i=1
Se puede mostrar que si AB es cuadrada, entonces

traza(AB) = traza(BA),

aunque no necesariamente A y B deben ser cuadradas.

Propiedades

1. traza(A') = traza(A).

2. traza(cA) = ¢ traza(A).

(
(
3. traza(A + B) = traza(A) + traza(B).
4. traza(AB) = traza(BA)

(

5. traza(ABC') = traza(BCA) = traza(CAB).

Ejemplos:

= traza(A) =14+3+6 =10

N W N
S W
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1.2.5. Determinantes

Sea A una matriz de 2 x 2,

el determinante de A = Asyo se define como

ailr  ai2

det(4) = |A| = | 7

= arijaz2 — aij2a2i.

El determinante de una matriz de orden n x n se definird en forma inductiva como
sigue:

Sea A una matriz cuadrada de n x n, el determinante de A es un escalar tal que
det(A) = |A] = a11 411 + arzAi2 + -+ + a1, A1y
donde
Aij = (—1)i+j x determinante de la matriz A sin el i-ésimo renglén y la j-ésima columna.

A;; se conoce como la ij-ésima menor de A.

Para el caso de una matriz de A de 3 x 3, el determinante es

a1 aiz a3
det(Asxz) = |[Asx3| =| a1 a a3 | =
as; asy ass

11022033 + 421032013 + 431012023
—a11032023 — (21012033 — (31022013

Propiedades
1. |A] = |AY.
2. |AB| = |BA|.

3- ‘CAan’ - Cn‘Aan‘

10
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Ejemplos:

1 2

B =0 5 S —wie - @1 =9+12-2

I ‘1‘\ = (-D[@(1) = (6)(~1)] = (~1)(2+6) = -8
B =0 28 | — e - o0 =-1+9-5

= |B|=1(21) +4(=8) + 0(5) = 21 — 32 = —11

1.2.6. Inversa de una Matriz Cuadrada

En primer lugar definiremos la matriz identidad.

Sea A una matriz cuadrada de n x n, entonces,
Al, = A=1,A.

En otras palabras, I,, conmuta con toda matriz de n x n y las deja inalteradas de cada
multiplicacién por la derecha o por la izquierda.

11
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Sean A y B matrices de n X n. Supongamos que
AB =BA=1,,
entonces a B se le llama inversa de A, y se escribe como A~!. Se tiene entonces que

AAT =AT1A=1,.

Si A tiene inversa, se dice que A es invertible.
Si una matriz cuadrada A es invertible, entonces su inversa es tnica.

Sean A y B matrices invertibles de n x n, entonces AB es invertible y

(AB)Y ' =pB7tA"L

Obtencion de una Matriz Inversa

Sea A una matriz cuadrada de dimensién n x n. Su inversa A~!, se obtendra de la
siguiente manera:

1. Escribase

a1 a2 -+ aip |1 0 - 0
ag1 asy - ag, |0 1 0
Ul Gny - Gy |0 0 --- 1

2. Aplicando operaciones por renglones a ambas matrices, se transformara la matriz A
(a la izquierda) en la matriz identidad de orden n x n. Debido a que las operaciones
por renglones se aplicardn de manera simultdanea a las dos matrices, la identidad (a
la derecha) ird cambiando también.

3. A7! serd la matriz que quede al lado derecho (I originalmente) como resultado de
transformar A en I. Finalmente tendremos

01 --- 0 A—l

Nota: en ocasiones un sistema de ecuaciones homogéneo puede no tener solucién, o
bien no tener una solucion tnica. Nos damos cuenta de esto cuando no es posible pasar de
la matriz aumentada a la escalonada reducida. Por ejemplo, queda un cero en la diagonal.
De manera similar, una matriz puede no ser invertible. De esto nos damos cuenta cuando
es imposible transformar a la matriz A en la matriz identidad I, «p.

12
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Ejemplos:

Sea A una matriz de 2 x 2, deseamos obtener su matriz inversa, A~ 1.
2 -3
-4 5
2 =311 0
-4 510 1
el lado izquierdo debe transformarse en la matriz identidad Ioyxo,

1 _ _
S (1 3/2]1/2 0> Ry — Ry AR <1 3/2]1/2 0>

escribimos

4 5 |0 1 0 -1 |2 1
1 -3/2[1/2 0 3 1 0|=5/2 —3/2
= 2l (0 1| -2 —1) = g I <0 1 -2

por lo tanto

()

1.2.7. Dependencia Lineal y Rango

Se dice que un conjunto de vectores x1,Xa,...,X, son linealmente dependientes si
existen constantes aq, as,. .., q, las cuales no son todas iguales a cero, tales que

p
E ;X = 0,
i=1

de lo contrario, se dice que los vectores son linealmente independientes.

Esta definicion nos lleva a la idea de rango de una matriz, el cual se define como el
nimero maximo de renglones que son linealmente independientes, o de manera equivalente,
como el nimero méaximo de columnas que son linealmente independientes. Si A es de orden
m x n, entonces el rango de A es tal que rango(A) < min(m,n). Encontramos que

rango(A) = rango(A') = rango(AA") = rango(A'A).

Si A es una matriz cuadrada no singular de orden n x n, entonces A es de rango completo n.
Pero si A es singular, entonces los renglones y las columnas son linealmente dependientes
y rango(A) < n.

13
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Ejemplos:
Sean los vectores
x'=(1,0,-1,2), y'=(4,0,-4,8), z'=(6,2,2,0)

entonces x y y son linealmente dependientes porque x — 4y = (0,0,0,0)*; y los vectores x
y z son linealmente independientes pues no existe un a # 0 tal que x + az = (0,0, 0, 0)".

1 0 2 2 4 6
A= -2 0 —4 rango(A) = 2 B=| 45 6 rango(B) = 3
2 2 2 3 1 =2

1.2.8. Matrices Definidas y Semi-Definidas Positivas

Una matriz cuadrada A se llama:

» definida positiva si x!Ax > 0 para todo x # 0.

» semidefinida positiva si x' Ax > 0 para todo x.

Si A es definida positiva, entonces también es semidefinida positiva.

Ejemplos:

» A no es semidefinida positiva ni definida positiva, porque existe un x # (0,0)" tal
que x'Ax < 0. Sea x = (2, —1)%, entonces x!Ax = —3.

(1 2 ‘ _ 1 2 T = :v% + 6x120 + 5:6%
A—<4 5) = XAX—($1,$2)<4 5><1’2> :($1+5$2)($1+x2)
= B es semidefinida positiva porque x!Bx = (x1 + 3z2)% > 0 para todo x = (x1, x2)".

(1 2 " - 1 2 T :x%+6$1x2+9x§
B_<4 9> = xBx—(z:1,x2)<4 9><x2) = (w1 + 329)?

» C es definida positiva porque x'Cx = 2% + 423 > 0 para todo x # (0,0)".

o 1 0 t o 1 0 I ) 2
C_<0 4> XBX—(iL‘l,.%'Q)(O 4><x2>—x1+4x2

14
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1.3. Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.3.1. Transformaciones Lineales

Si el dominio de una funcién T es R™ y su contradominio es R, entonces a T se le
conoce como transformacion de R™ a R™, y se denota como T : R" — R™.

Una transformacion lineal 7" : R™ — R se define por las ecuaciones de la forma

aj1ry + aexres + - 4+ QipTn = 21
as1r1 + axpry + - 4+ QopTy = 29
ap1T1 + ap2T2 + -+ + GppTn = 2Zn

En notacién matricial se tiene que W = AX. La matriz A se le conoce como matriz
estandar para la transformacion T'

Ejemplos

s Las ecuaciones

w, = I + xI9
wy = 3x1T9

2 2
wg = x]+ x5

define una transformacién T : R? — R3 donde
2 2
T(ZEl,ZEQ) — (’U]l,UJQ,’lU?)) = (5171 + T2 3 3$’1$2 , L1 +$2)
entonces si 1 =1 y x9 = —2, entonces

T(1,-2) = (wy,wy, w3) = (1 —2,3(1)(=2),1% 4+ (=2)?) = (=1, —6,5)

» La transformacién lineal 7' : R* — R? definida por las ecuaciones

wy = 2x1 4 3T + 3 — O14
wy = 4x1 4+ 10 — 23+ 24
wg = dx1 — xo + 4x3

se puede expresar en forma matricial como

wy 2 -3 1 -5 1
wy | =4 1 -2 1 Tz
w3 5 -1 4 0 3

T4

15
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Algebra y Céleulo

1.3.2.

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Los sistemas de ecuaciones se utilizaran para encontrar valores propios, asi como
para obtener la inversa de una matriz cuadrada. Solo veremos sistemas de ecuaciones
homogéneos, que se resolverdn por el método de eliminacién de Gauss-Jordan.

Tenemos un sistema de n ecuaciones con n incognitas de la forma:

1171
2171

an1dl

+ ajoxre +
+ agx2 +

+  apore +

+  ainTy
+ a2y
+  ApnTn

<1
z2

Zn

El primer paso para resolver este sistema de ecuaciones es escribir el sistema como una
matriz aumentada, la cual tiene la siguiente forma

ail  ai2
az1 a2
anl an2

Q1n
A2n,

Gnn

21
22

Zn

La idea es convertir esta matriz en una matriz escalonada reducida por renglones, que
tendria la siguiente formas:

1 bz b3
0 1  bog
0 O 1
0 0 0

bln
b2n
b2n

1

1
C2
c3

Cn

La manera de conseguir esto es realizando operaciones elementales de renglon sobre la

matriz aumentada.

Ejemplos:

Resuelve el sistema de ecuaciones homogéneo (con solucién tunica):

La matriz aumentada es

2r1 + 4xy
4x1 + Sx9
31 + @2
2 4
4 5
31

+
_|_

6
6

6:E3
6%3
21‘3

18
24

-2 4

16
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necesitamos reducirla a la forma escalonada,

12 319 1 2 3 9
1 _

=R~ R | 45 6|2 ?:?_ggl 0 -3 —6|-12
31 -2 4 3 3 ! 0 —5 —11|-23
. 1 2 3 9 12 319
:>R2—>—§R2 0 1 2 4 = R3 — R3+5R» 01 2 4
0 -5 —11|-23 00 —1|-3

1 2 3|9

— R3 — — Ry 01 2|4

00 13

para obtener los valores de x1, x5 y x3 debemos resolver las ecuaciones implicitas en la
matriz escalonada.

Por R3 obtenemos que x3 = 3.

En Ry tenemos la ecuacion zg + 2x3 = 4, dado que ya conocemos el valor de x3,
entonces xg + 2(3) = 4, por lo tanto xg = —2.

En R; tenemos la ecuacién x1 + 2z9 + 3x3 = 9, dado que ya conocemos x2 y 3,
entonces x1 + 2(—2) 4+ 3(3) = 9, implica que x; = 4.

1.4. Raices y Vectores Caracteristicos

Vectores paralelos: dos vectores x y y son paralelos si el angulo entre ellos es cero
o . Pueden tener direcciones iguales u opuestas. Si x # 0, entonces y = ax para alguna
constante v # 0 si y s6lo si x y y son paralelos.

Vector y walor caracteristico o vector y wvalor propio o eigen vector y eigen valor.
Sea A una matriz p X p. El niimero \ recibe el nombre de valor caracteristico de A si existe
algin vector diferente de cero ¢ € RP tal que

Ac = )c.

Se dice que el vector ¢ es el vector caracteristico (o vector propio o eigen valor) de A
correspondiente al valor caracteristico (o valor propio o eigen valor) .

Geométricamente, lo que hace el vector propio ¢ al multiplicar a la matriz A es crear
un nuevo vector que es paralelo al mismo vector propio c.

Sea A una matriz de p X p, entonces A es un valor propio de A si y sélo si
p(A) = det(A — A\I) =0,

en donde p(\) es un polinomio de A de grado p, y es conocido como polinomio caracteristico
de A.

17



1.4. RAICES Y VECTORES CARACTERISTICOS Algebra y Célculo

Las raices de p(\), A1, A2, ..., A, son los valores propios de A. Toda matriz de p x p
tiene exactamente p valores caracteristicos.

A cada valor propio A; le corresponde un vector propio c¢; que serd el vector propio

tal que
ACZ‘ = )\ici-

Los vectores propios no son unicos ya que contienen un factor de escala arbitrario.

Por consiguiente, con frecuencia se les normaliza de manera que c‘c = 1. Cuando haya

valores propios iguales (raices repetidas de p()))), los vectores propios correspondientes se
eligirdn de manera que sean ortogonales.

Procedimientos para calcular valores y vectores propios

1. Encontrar p(\) = det(A — AI).
2. Calcular las raices A1, Ag,..., Ay de p(A) = 0.

3. Resolver el sistema homogéneo (A — \;I)c; = 0 que corresponde a cada valor carac-
teristico de \;.

Propiedades ttiles
Sea A una matriz de orden p X p
L >7P N\ = traza(A).
2. [Al =det(A) =TT M = A s Ag k% )\,

3. Si A es una matriz de niimero reales simétrica, entonces sus valores propios y vectores
propios son reales.

4. Si A es definida positiva, entonces todos los valores propios son estrictamente posi-
tivos.

Ejemplos:

Sea A una matriz 3 x 3, deseamos obtener sus valores propios y sus correspondientes
vectores propios,
1 -1 4
A=13 2 -1
2 1 -1

Primero vamos a encontrar el polinomio caracteristico p(\) = det(A4 — AI),

v 3 e | Z 1NE=NE1=N M@ +@)=D(-D

_ (
> TN T T - NmE) - D10 - (2 - )
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1.4. RAICES Y VECTORES CARACTERISTICOS Algebra y Célculo

es decir

pPA) = =N +2X 2 +50—6=—-(A—1)(A+2)(A—3)
las raices del polinomio caracteristico son A\; = 1, Ao = —2 y A3 = 3, tales que p(\;) =0
para i = 1,2,3, ahora necesitamos resolver el sistema (A — A\;I)c; = 0 para cada valor
propio A;.

Para A\ =1,
0 —1 4 C1 0
(A — )\Z‘I)Ci =0& 3 1 -1 Co = 0
2 1 =2 c3 0

este es un sistema de ecuaciones homogéneo, lo resolvemos a través del método de elimi-
nacién de Gauss-Jordan, usando su matriz aumentada correspondiente,

0 -1 410 Ry — Ry + Ry 0 -1 410
3 1 —-1]0 :>R—>R+R 3 0 3|0
2 1 =210 3 3T \2 0 20
0 -1 410 0 -1 410
= Rp— 4Ry | 1 0 1]0 = R3—Rs—2R, (1 0 1|0
2 0 2|0 0 0 010
por lo tanto el sistema es
Tr1 = —I3
1’2:41'3
una solucion seria
-1
C1 = 4
1

si queremos que el vector este normalizado, entonces pedimos que cic; = 1y por lo tanto
el vector propio asociado al valor propio Ay =1 es

—1/V/18
C1 = 4/\/@
1//18

Para Ay = =2,
3 -1 4 C1 0
(A — )\Z‘I)CZ’ =0 3 4 -1 Co = 0
2 1 1 c3 0

este es un sistema de ecuaciones homogéneo, lo resolvemos a través del método de elimi-
nacién de Gauss-Jordan, usando su matriz aumentada correspondiente,

3 -1 4|0 3 -1 40
304 —1j0 | = MTIRTYL L5 0 150
2 1 1|0 L 5 0 5|0
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3 -1 4|0 -1 -1 00
= Ry— LR =1 0 1]0 gligl:ggz 1 0 1[0
5 0 50 B 2 0 0 00
por lo tanto el sistema es
T2 —X1
r3 = —X1
una solucién seria
1
Co = —1
-1

si queremos que el vector este normalizado, entonces pedimos que cbcy = 1y por lo tanto
el vector propio asociado al valor propio Ao = —2 es

1/V3

Co = —1/\/3
~1/V3
Para A3 = 3,
-2 -1 4 C1 0
(A—)\iI)CiZO@ 3 -1 -1 Co = 0
2 1 —4 C3 0

este es un sistema de ecuaciones homogéneo, lo resolvemos a través del método de elimi-
naciéon de Gauss-Jordan, usando su matriz aumentada correspondiente,

-2 -1 410 -2 -1 410
3 -1 -1/0 | = ?Zﬁi? 5 0 —5|0
2 1 —4|0 3 s 0 0 010
-2 =1 410 0 -1 2|0
= Ry — LRy 1 0 -1]0 = Ri— R +2Ry | 1 0 —1]0
0 0 010 0 0 010
por lo tanto el sistema es
r1 = I3
x2:2x3
una solucién seria
1
C3 = 2
1

si queremos que el vector este normalizado, entonces pedimos que c4cs = 1y por lo tanto
el vector propio asociado al valor propio Az = 3 es

1//6
C3 — 2/\/6
1/v/6
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1.5. EJERCICIOS Algebra y Calculo

1.5. Ejercicios

Considera las siguientes matrices y vectores:

101 101

A:<;§) B:(§_21> C=1010 D=[111
001 2 2

1 3

—2 4

w=(1234) x=(1-11-1) y=]| | z=|

2 -3

Realiza las siguientes operaciones:

» A+ B, A+ B!, C+ D, Ct'+ D!, (C+ D).

» AB, B'A' = (AB)!, CD, C'D! = (DC)!, CD! = (DC")t.
WY, YW, Wk X = X % W, XZ, ZW.

= Calcula la magnitud de los vectores w, x, y, z.

» traza(A) = traza(A!), traza(B) = traza(B?!), traza(A + B) = traza(A) + traza(B),
traza(C'D) = traza(DC) = traza(D'C") = traza(C!'D?), traza(C D?) = traza(D'C)
traza(DC") = traza(C'D).

s Calcula los determinantes de la matrices A, B, C'y D

s Indique si las matrices A, B, C'y D son: cuadrada, nula, diagonal, simétrica, idem-
potente, no singular.

= Calcule la inversa de las matrices A, B, C'y D, indicando las operaciones por ren-
glones en cada uno de los pasos.

s Calcula el rango de las matrices A, B, C'y D.

= Determina si las matrices A, B, C'y D son definidas positivas, semidefinidas positivas
o no lo son.

s Calcula los valores propios y sus correspondientes vectores propios de las matrices
A B, CyD.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones

6x1 + 4xo + 223 = 23 —x1+ 229+ 3x3 =4 201 —x9 + 3x3 =4
—:U1+3$2—SL‘3:2 2:L‘1—3:L'2+2$3:1 3:E1+ZI?2—5:I:3:8
T — 229 — 13 = —6 —4x1 +3x9 —x3 = —2 —x1 +4x9 —x3 = —13

21



