Sobre la Paradoja de los Dos Sobres
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El Dilema

. Te quedas con el sobre que te dieron o lo intercambias por el otro?

La paradoja de los dos sobres, también conocida como la paradoja del intercam-
bio o como el problema de las dos billeteras, es la siguiente:

Un benefactor pone una cierta cantidad de dinero, Z en un sobre; y pone el
doble de esa cantidad, 27, en otro sobre. La cantidad Z, asi como la identificacion
del sobre que tiene la cantidad mayor, las desconoces. Para hacerlo mas incierto, el
benefactor selecciona al azar (con la misma probabilidad) uno de los sobres y te lo
regala. El contenido de ese sobre es tuyo.

El razonamiento que conduce al resultado paraddjico es: Si Z es el contenido
de tu sobre, entonces te das cuenta, aun sin abrirlo, que el otro sobre tiene en su
interior, lldmale W, o bien W=Z/2 o W=2Z, que debido a la seleccion aleatoria te
da un “valor esperado” para lo del otro sobre de:

E(W) =1/2(Z/2) + 1/2(2Z) = (5/4)Z.

Asi que razonas que deberias cambiar de sobre si te dieran la oportunidad de
hacerlo ya que el valor esperado del contenido del segundo sobre, que calculaste
como (5/4)Z, es mayor que Z. Lo paraddgico es que hubieras razonado exactamente
igual si te hubieran dado inicalmente jel otro sobre! Por ello, algo anda mal ya que
no podrias usar este razonamiento cambiando el sobre una y otra vez esperando que
estas haciendo lo correcto. Eso resulta francamente absurdo.

Esta es la famosa paradoja, discutida por muchos autores. Si navegas en Internet,
encontraras mas de 750 sitios en los que refieren a este problema. Se presentan
algunas referencias al final de esta nota, incluyendo el sitio de E. Schwitzgebel y J.
Dever en el que presentan algunas ideas muy claras sobre el problema.
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Peras y Manzanas

Para el andlisis denotemos por # a la cantidad menor dentro de los sobres. Es-
to, para enfatizar el papel que juega 6 como cantidad fija aunque desconocida; un
parametro. Recordemos que en el planteamiento del problema, enfrentas el dilema
después de que una cantidad desconocida pero fija se puso en un sobre y el doble en
el otro sobre. Esto lo tomamos al pie de la letra, como se dice usualmente.

Asi que si tienes Z en tu sobre y supones que en el otro hay Z/2, como 6 se fijé,
esto significa que tu Z = 260 y el otro sobre tiene W = 6 en su interior. Recuerda
que el benefactor dispuso de 36 para repartir entre los dos sobres en proporcién 1:2.
Similarmente, si tienes Z y en el otro sobre hay 27, no hay la menor duda de que
tu Z = 0 y en el otro sobre hay W = 26.

Observa que el valor de Z no es el mismo en términos de # en las dos posibilidades
analizadas, sin embargo, cualquiera que sea el caso, con 6 fijo, el valor esperado del
contenido del segundo sobre es

E(W;0) = (1/2)0 + (1/2)20 = (3/2)6.

Ese valor esperado es el mismo que F(Z;60). Si se ve con cuidado el “dizque”
valor esperado de (5/4)Z, nos percatamos que estuvo calculado incorrectamente
pues sumamos “peras y manzanas’, como lo mencionan atinadamente Schwitzgebel
y Dever en su explicacién. Ellos refieren por supuesto a poner los dos casos para W
en términos de Z, que no tiene el mismo valor para ambas situaciones (W = Z/2
o W =2Z), como ya se vid. Para sumar manzanas y manzanas, en términos de 6,
sSiW =2Z/2esque Z =20ysiW =27 es que Z = 0, asi el “promedio” de Z/2
y 27 escrito correctamente en términos de 6 es el promedio de 6 y de 26, que da
como resultado (3/2)0. Dado que el valor esperado de Wy el de Z es el mismo (de
hecho Z y W como variables aleatorias tienen exactamente la misma distribucién),
entonces no existe razén para intercambiar.

Punto de vista inferencial

Desde la éptica de la inferencia estadistica, una vez que hayas abierto tu sobre y
hayas encontrado que Z = z, es cierto que desde un punto de vista légico y formal,
hay dos posibilidades para el contenido del otro sobre, descrito éste en términos de tu
z, ahora considerado fijo. Las dos posibilidades son que en el interior del otro sobre
se tenga W = 2/2 (que ocurri6 si @ = z/2) y tu sobre obtuvo la cantidad mayor, o
bien que W = 2z (que ocurrié si # = z) y tu sobre obtuvo la cantidad menor. Es
evidente que no puede haber un sélo valor esperado para W en términos de z ya que
hay dos posibilidades implicitas para 6. El valor z implica que sobre el parametro 6
ahora sabemos que debe ser uno de los dos valores del conjunto {z/2,z}, y eso es
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Figura 1: Funciéon de Verosimilitud

todo lo que sabemos de él después de haber observado z. De hecho, la verosimilitud
para 6, es la misma para los dos valores posibles. Observa la figura 1.

Asi que ahora el razonamiento, desde el punto de vista de la inferencia estadistica,
es que z es una realizacion de Z que como ya se vié tiene la misma distribucion que
W vy el conocer z nos es totalmente irrelevante para saber si nuestro z corresponde
al sobre con la cantidad mayor o la cantidad menor. Las “ventajas” o “momios” (en
Inglés odds) de tener el sobre con la cantidad mayor o el de la cantidad menor son
1:1; jigual a como eran antes de abrir el sobre! Por lo anterior no hay razén alguna
para intercambiar sobres.

Decisiones

Conviene, a estas alturas del andlisis, estudiar un problema diferente pero en
cierta forma parecido y relacionado al planteado inicialmente. Este otro problema
de hecho ha sido confundido equivocadamente en algunos articulos con el problema
original. En este otro problema el benefactor pone una cantidad Z en un sobre y te
lo regala. Después, el benefactor decide con la misma probabilidad si pone Z/2 0 27
en un segundo sobre. Lo que deposita en ese segundo sobre tu lo ignoras. En este
caso el valor esperado del contenido de ese segundo sobre es efectivamente (5/4)Z;
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Figura 2: Funcién de Utilidad Logaritmica

ahora si, una cantidad calculada correctamente para este problema diferente.

Si te preguntan, en este otro problema, si quieres intercambiar tu sobre, podrias
decir que si por ejemplo, si te dejaran “jugar” muchas veces este experimento y te
dejaran quedarte lo que obtengas “en promedio”, ya que hay teoria (la de proba-
bilidades) que te dice que lo que obtengas en promedio va a ser parecido al valor
esperado. Por cierto, este tipo de razonamiento es lo que asegura a los Casinos de
Juego ganar muchisimo dinero ya que los valores esperados estan siempre a su favor.

Sin embargo, si enfrentas una sola vez en tu vida el intercambiar tu sobre, que
significa la posibilidad de tener hasta 2z o el quedarte sélo con z/2, tu decisién
dependera de cuanto dinero tienes, de qué tanto representa z en tu economia personal
y a lo mejor también va a depender de tu estado de d&nimo en el momento.

En economia y en teoria de decisiones hay un concepto llamado “utilidad” que
pretende representar lo que a un individuo en particular le significa una cantidad de
dinero; la satisfaccién que le da. La utilidad depende de cada individuo y se modela
usualmente con una funcion creciente; a mas dinero mas satisfaccion, y céncava,
esto es, el incremento relativo en satisfaccion es menor cuando la cantidad de dinero
es grande respecto a cuando es pequena. Puede usarse por ejemplo una funcién
logaritmica para modelar la utilidad. Ver la figura 2.

Haciendo unas cuentas sencillas, podemos ver que en este segundo problema, si



optamos por la funcién de utilidad logaritmica, entonces la utilidad esperada por
intercambiar el sobre es exactamente igual a la utilidad asociada al contenido Z de
tu sobre; o sea

E(logW) = (1/2)log(Z/2) + (1/2)10og(22) = log(Z).

Asi que si te sientes a gusto con esa funcién de utilidad debieras ser indiferente
al intercambio de sobres.

Toémalo y Vete

El planteamiento del problema original crea una paradoja ilusoria por hacer un
calculo incorrecto de un valor esperado en que se ignora que 6 es fijo. Si se abre el
sobre, el conocer su contenido no cambia la ventaja (los momios) de tener el sobre
con la cantidad mayor respecto a tener el de la cantidad menor. Los momios que
se tenian antes de conocer el contenido; a saber 1:1, son los mismos que después de
conocer el contenido. Por ello que no hay razon para intercambiar el sobre.

Sin embargo, en el problema diferente mencionado en la tltima parte del anali-
sis, la posibilidad de poder repetir y quedarse con lo ganado “en promedio” o la
utilizacién de una funcion de utilidad si no se puede repetir, deben ser tomadas
en consideracién para tomar una decision adecuada, que serd subjetiva, como ya se
indicé.

En mi caso, si enfrentara el problema sélo una vez en la vida, yo me quedaria con
z si un benefactor generoso me obsequia z = 1 milléon de ddlares; y quizas aunque
s6lo me diera z = diez mil délares, también me los quedaria. Se dice coloquialmente
que “mas vale pajaro en mano que ciento volando”.
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